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祖国 四 化 建设 急需 人 才 ， 所 以 近年 来 全 国 
各 地 涌现 出 了 大 批 自学 成 才 的 人 。 

自学 成 才 之 路 是 非常 宽广 的 。 人 要 自学 成 
才 ， 一 定 要 有 理想 、 志 趣 、 毅 力 和 方法 。 我 想 
理想 是 最 关键 的 。 早 年 我 曾 读 过 一 些 革命 
科学 家 和 事业 家 的 传记 故事 ， 体 会 到 他 们 的 成 
怠 和 贡献 ， 都 和 他 们 高 尚 的 人 生理 想 分 不 开 。 
例如 ， 他 们 部 在 青年 时 代 就 立志 要 做 一 个 有 益 
于 社会 的 人 ， 要 做 一 个 对 国家 社会 有 贡献 的 
人 。 这 样 一 种 理想 或 抱负 便 成 为 激励 他 们 永远 
奇 发 向 上 的 积极 动力 。 结 果 往 往 是 “有 志 者 事 
亮 成 ”。 

理想 的 具体 化 就 是 “立志 ”。“ 志 ”是 需 
要 相应 的 德 性 和 情操 才能 使 它 逐 步 完 善 并 得 到 
实现 的 。 至 于 各 种 各 样 个 人 野心 家 的 牌 志 ，: 
然 是 经 不 起 历史 考验 的 。 这 在 人 类 历史 上 已 有 
无 数 的 例证 了 。 

一 般 成 才 者 都 离 不 开 自 学 、 即 使 读 完 了 大 
学 也 还 要 靠 自 学 。 例 如 ， 我 早年 毕业 于 西南 联 
大 数学 系 ， 后 来 成 了 大 学 教授 。 但 是 ， 在 我 现 
有 的 数学 知识 中 ， 至 少 约 有 百 分 之 七 十 以 上 的 
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知识 是 通过 长 年 累 月 的 自学 方式 取得 的 。 我 认为 ,任何 学 校 教育 ， 
都 不 能 代 蔡 自 学 的 功效 。 只 有 自学 才能 最 有 效 地 获取 活 知识 ， 
并 能 有 效 地 培养 独立 工作 能 力 和 创造 才能 。 中 国 历史 上 的 诸葛 亮 
就 没有 进 过 高 等 学 府 ， 英 国 的 电磁 学 鼻祖 法 拉 第 ， 美 国 博学 多 才 
的 发 明 家 富兰克林 等 ， 连 中 学 教育 都 没有 完成 ， 他 们 都 是 自学 成 
才 的 光辉 例子 。 事 实 上 ， 人 们 从 中 外 历史 上 可 以 找到 无 数 自学 成 
才 的 实例 。 

“ 行 行 出 状元 ”， 自 学 可 以 结合 各 自 的 生活 环境 、 职 业 ， 工 
作 实 践 来 进行 。 但 高 尚 的 志趣 、 坚 初 不 拨 的 毅力 和 正确 的 自学 方 
法 确实 是 不 可 缺少 的 条 件 。 而 这 些 部 是 和 正确 的 理想 分 不 天 的 ， 
所 以 人 生理 想 和 理想 的 力量 是 支配 一 切 的 。 

自学 主要 靠 自己 ， 但 又 不 能 独 学 而 无 友 。 要 找 志同道合 的 朋 
友 相互 切磋 和 互相 勉励 。 此 外 ， 不 同行 业 之 间 的 人 也 可 成 为 学 习 
上 的 好 朋友 和 好 老师 。 因 为 不 同 领 域 的 知识 经 验 的 交流 ， 能 使 自 
已 耳目 一 新 ， 获 得 许多 新 的 见识 和 有 用 经 验 。 事 实 上 ， 人 们 的 头 
脑 具 有 转移 经 验 的 能 力 ， 经 验 一 经 转移 、 就 可 能 使 自己 的 工作 事 
业 获 得 更 大 成 功 。 自学 成 才 者 往往 不 是 弧 军 作战 的 ， 如 果 只 任 
“个 人 奋斗 ” 那 是 不 可 能 作出 更 大 贡献 的 。 

“自学 ”， 不 限于 只 学 “书本 知识 ”。 但 书本 毕 高 是 人 类 知 
识 经 验 的 “载体 ”， 能 使 人 很 快 地 从 中 取得 大 量 间 接 性 的 宝贵 经 
验 和 知识 ， 所 以 ， 读 书 是 自学 过 程 中 的 重要 环节 。 

不 少 人 提倡 “博览 群 书 ”。 实际 上 在 十 分 有 限 的 人 生 时 间 
里 ， 任 何人 都 只 能 选读 一 部 分 对 自己 工作 职业 最 为 有 用 的 书籍 ， 
真 要 做 到 “博览 群 书 ” 是 不 容易 的 。 但 是 我们 仍 赞成 这 样 的 观 
点 ， 人 脑 的 知识 库 藏 ,不 应 太 单调 太 贫 乏 ,不 论 是 哪 行 哪 业 ， 都 震 
读 点 哲学 书 、 历 史书 和 文学 书 。 

特别 是 ， 辩 证 唯物 主义 的 哲学 ， 是 一 种 发 展 着 的 活 的 哲学 ， 
它 可 以 指导 一 切 。 历 史书 使 人 明辨是非 ， 且 能 培养 爱国 意识 和 高 
尚 情操 。 至 于 优秀 的 文学 作品 则 往往 能 够 陶冶 性 情 ， 激 励 人 们 过 


取 问 上 的 奋发 精神 。 我 相信 ， 对 国家 社会 能 作出 贡献 的 自学 成 才 
者 ， 都 是 需要 有 一 点 哲学 头脑 、 历 史 知 识 和 文学 爱好 的 。 

“博览 群 书 ”在 一 时 一 地 固然 不 易 作 到 ， 但 在 人 生 过 程 中 ， 
如 能 把 它 作为 一 个 不 断 追 求 的 目标 ， 并 能 不 断 地 从 有 选择 的 “和 群 
书 ” 中 吸取 有 益 的 智慧 和 力量 ， 那 也 是 一 种 人 生 的 快乐 。 如 果 养 
成 了 喜欢 读书 的 好 习惯 ， 那 就 能 经 常 从 家 位 中 挤 出 时 间 去 涉 猫 开 
遍 着 智慧 之 花 的 书 林 了 。 

以 上 谈 了 对 自学 成 才 的 一 点 看 法 ， 很 不 全 面 ， 仅 供 有 志 自 学 
成 才 的 青年 们 作 参 考 。 


本 文选 自 兰州 大 学 出 版 社 《 名 家 谈 自学 > 一 书 ，1988 年 10 月 出 版 。 
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现代 社会 的 青少年 往往 要 把 不 少时 间 花 在 
数学 学 习 上 ， 这 是 适应 社会 进步 发 展 需要 的 好 
现象 。 有 人 调查 过 ， 法 国 所 以 成 为 数学 人 才 辈 
出 的 国家 ， 就 是 因为 一 贯 重视 中 学 数学 教学 的 
缘故 。 这 里 我 想 和 高 中 程度 的 青年 们 来 漫谈 一 
次 学 习 数 学 的 方法 问题 。 

我 想 谈 的 是 这 样 五 个 字 :， 懂 、 化 、 猪 、 
析 、 赏 。 

什么 叫 “ 懂 ”? 懂 的 含义 是 有 不 同 层次 
的 ， 比 如 一 道 难题 ， 老 师 一 步 步 把 它 解 出 来 
了 ， 每 步 都 着 明白 了 ， 这 就 觉得 复 了 ， 其 实 这 
样 的 懂 只 是 一 种 “ 浅 懂 ”或 “表面 的 懂 ? ， 未 
必 是 真正 彻底 懂 了 。 这 叫 “ 见 树 不 见 林 ”。 学 
习 数 学 也 是 这 样 ， 真 正 的 懂 就 是 要 有 整体 性 的 
理解 ， 就 是 涪 要 和 卉 明白 整个 思路 的 来 龙 去 脉 ， 
还 屡 彻 底 理 解 它 所 以 如 此 如 此 的 道理 。 

恩格斯 早 就 阐明 过 ， 数 学 的 对 象 是 空间 形 
式 和 数量 关系 。 数 学 的 解 题 过 程 或 推理 过 程 ， 
就 是 要 去 寻找 或 证 明 某 种 客观 存在 的 形式 或 关 
系 ， 所 以 全 部 过 程 也 有 其 客观 必然 性 。 因 此 ， 
你 上 只 有 把 它 型 解 得 非常 自然 ， 非 常 直观 ， 直 至 


成 为 你 心目 中 一 旦 了 然 的 东西 ， 那 才 真正 变 成 你 自己 的 知识 财 
富 ， 这 上 时候， 你 就 能 使 用 自己 的 语言 很 自然 地 而 不 是 背 霸 式 地 去 
圾 述 你 所 理解 的 -- 切 。 当 然 ，“ 强 记 ” 在 你 脑子 中 就 毫 无 必要 
了 。 

比如 ， 你 能 用 数学 归纳 法 去 证 明 二 项 式 定理 ， 你 可 以 认为 二 
项 式 定理 已 经 懂 了 。 但 真正 的 懂 不 能 只 停留 在 形式 推理 上 ， 你 还 
必须 懂得 函数 展开 式 为 什么 必然 是 那个 样子 ， 而 且 二 项 式 系数 所 
以 成 为 组 合 数 的 道理 。 这 样 ， 你 才 真 正 从 全 局 上 直观 上 把 握 住 二 
项 式 定理 的 实质 。 

真正 的 懂 离 木 开 数学 直观 ， 因 此 数学 直观 力 的 培养 非常 重 
要 。 在 学 习 过 程 中 ， 处 处 多 问 几 个 为 什么 ， 尽 量 通过 几何 图 形 的 
直观 比拟 或 是 若干 具体 例子 的 观察 比较 ， 来 想 清 楚 种 种 数量 关系 
或 空间 形式 的 必然 性 ， 这 就 有 利于 培育 你 的 直观 力 。 

数学 直观 力也 是 导致 发 明 创 造 的 -种 能 力 。81 世纪 卓越 的 
物理 学 家 麦克 斯 威 尔 ， 有 着 把 每 个 数学 物理 问题 在 头脑 中 构成 形 
象 的 习惯 ， 所 以 他 能 有 重大 的 发 现 和 创造 。 还 有 杰出 数学 家 欧 拉 
的 许多 发 现 ， 也 都 是 凭借 明快 的 数学 直观 力 来 获得 的 。 欧 拉 一 生 
勤 于 计算 ， 因 而 熟 能 生 巧 ， 常 能 从 算 例 中 归纳 出 一 般 公式 来 。 他 
还 喜欢 作 类 比 、 联 想 、 试 算 〈 实 验 ) 和 观察 ， 而 这 种 工作 方法 正 
是 使 他 不 断 产生 数学 直观 力 的 重要 条 件 。 

现在 来 谈 “ 化 ”这 个 字 。 比 方 ， 当 朋友 天 不 明白 你 的 说 话 意 
思 时 ， 你 会 来 一 个 “ 换 名 话说 ” 。 这 就 是 保留 原意 而 改变 表述 形 
式 的 意思 。 在 处 理 数学 问题 时 ， 往 往 需 要 若干 次 的 “ 换 句 话说 ? 
才能 把 原来 的 问题 化 难为 易 、 化 繁 为 简 或 是 化 生 为 熟 。 所 以 数学 
中 的 “化 > 就 是 指 化 简 、 化 归 和 变化 形式 的 意思 ， 国 内 外 有 不 少 
数学 竞赛 题 实 际 就 是 要 考 人 们 “化 ”的 本 事 。 
学 习 几 何 与 代数 时 ， 你 会 遇 到 “必要 条 件 ”，“ 完 分 条 件 ”、 


“ 完 要 条 件 ” 等 重要 概念 。 当 你 试 着 去 化 简 或 者 变换 一 个 数学 问 
题 及 其 条 件 的 表述 形式 时 ， 就 得 作 些 演算 或 者 按照 充 要 条 件 这 一 
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概念 去 进行 演绎 推理 。 又 如 果 采 用 的 是 反 证 法 ， 那 么 只 须 否 定 推 
理 结论 中 草 含 的 必要 条 件 就 够 了 。 不 管 怎样 ， 要 学 好 化 的 本 事 ， 
必须 养 成 计算 的 精确 性 与 推理 的 严谨 性 精神 。 这 种 基本 功 是 要 靠 
早年 培养 的 ， 要 是 错过 了 青年 时 代 ， 那 就 好 比 让 中 年 人 再 去 练 少 
林寺 那 一 套 无 懈 可 击 的 武功 那样 ， 势 必 会 感到 事倍功半 了 。 

青年 人 要 学 好 数学 ， 还 需要 学 会 猪 想 、 分 析 和 鉴赏 ， 这 就 是 
我 在 上 面 提 到 的 猪 、 析 、 赏 三 个 字 。 

如 果 你 有 机 会 去 读 一 点 数学 家 欧 拉 的 传记 ， 或 者 去 选读 G。 
波 利 亚 的 名 著 《 数 学 与 狂想》 里 的 有 关 章 节 ， 你 就 会 知道 数学 中 
的 许多 漂亮 公式 和 定理 并 不 是 靠 什么 “天 才 的 灵机 一 动 ” 想 出 来 
的 ， 而 是 通过 不 厌 其 党 的 归纳 、 类 比 、 细 心 观察 等 过 程 猜想 出 来 
的 。 但 是 猜想 只 是 帮助 发 现 真理 ， 最 后 还 须 补 上 -- 丝 不 苟 的 证 
明 ， 才 能 把 猜 到 的 真理 变 成 为 数学 的 定理 或 公式 。 

举 一 个 例 ， 当 你 把 自然 数 的 立方 (从 1 开始 ) 由 小 到 大 依次 
相 加 起 来 ， 你 就 会 发 现 依次 得 到 的 总 和 都 是 平方 数 ， 于 是 你 就 不 
妨 作 -- 个 大 胆 猜想 ，“ 从 1 开始 ，n 个 自然 数 的 立方 总 和 恰好 是 
一 个 平方 数 。” 如 果 细 心 观察 一 下 ， 还 可 进一步 猜想 上 述 的 总 和 
正好 等 于 n 个 自然 数 总 和 的 平方 。 这 样 ， 如 果 你 猜 得 不 错 的 话 ， 
那 就 是 一 项 很 有 趣 的 发 现 。 但 是 为 了 验 明 你 猜想 到 的 公式 普遍 成 
立 ， 你 还 必须 应 用 数学 归纳 法 给 以 一 个 严格 证 明 。 

其 实 ， 一 切 科学 领域 的 重大 发 现 ， 大 多 是 依靠 合理 猜想 得 出 
的 。 牛 顿 就 曾 有 过 经 验 之 谈 ，“ 没 有 大 胆 的 猜想 ， 就 做 不 出 伟大 
的 发 现 。” 所 以 你 学 习 数学 ， 想 要 有 所 作为 的 话 ， 就 非得 学 会 狂 
想 不 可 。 但 是 要 学 好 狂想 的 本 事 ， 却 必 须 培养 三 种 品质 ， 即 勤 
奋 、 和 勇敢 和 细心 。 这 就 是 说 ， 要 学 习 欧 拉 那 样 ， 不 怕 麻 烦 ， 勤 于 
计算 ， 勤 于 观察 ， 且 能 大 胆 设 息 ， 细 心 求证 。 

不 可 忘记 数学 是 解决 问题 的 工具 ， 你 想 掌握 好 这 种 工具 ， 一 - 
定 要 喜欢 去 求解 各 种 数学 应 用 题 。 在 解决 应 用 问题 的 过 程 中 ， 你 
需要 使 用 数学 中 常用 的 语言 、 概 念 、 符 号 ， 把 问题 中 涉及 的 全 部 
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条 件 表述 成 数学 形式 。 所 谓 “数学 形式 ” 可 以 是 关系 式 、 方 程 
式 、 几 何 图 形 及 算法 程序 等 。 正 是 利用 数学 形式 才 便 于 求 得 问题 
的 解答 。 但 是 数学 形式 是 需要 通过 抽象 分 析 思 考 得 出 的 。 因 此 多 
做 应 用 题 就 能 磨 练 你 的 抽象 思考 能 力 和 分 析 能 力 。 

最 常用 的 一 种 分 析 法 叫 作 “ 逆 推 法 ”， 就 是 倒转 过 来 研究 问 
题 的 方法 。 当 你 猿 到 一 个 问题 的 结论 但 不 知 如 何 着 手 证 明 时 ， 你 
不 芭 把 “结论 ” 当 作 已 知 “ 条 件 ” 一 步 步 倒退 探索 ， 这 样 就 会 摸 
清楚 通 向 “结论 ”的 道路 和 起 点 。 然 后 青 一 步 步 返回 结论 。 事 实 
上 ， 数 学 上 的 许多 定理 和 公式 ， 都 是 可 以 采用 这 种 逆 推 法 去 重新 
发 现 他 们 的 证 明 方 法 和 推导 过 程 的 。 

最 后 我 想 谈 谈 数学 的 鉴赏 问题 ， 主 要 是 怎样 领会 数学 美的 问 
题 。 马 克 思 时 就 指出 过 ， 人 类 社会 的 生产 是 遵循 美学 原则 的 。 当 
然 ， 作 为 精神 生产 物 的 数学 知识 也 是 符合 审美 标准 的 。 比 如 几何 
学 ， 从 很 少 几 条 不 证 自明 的 简单 公理 出 发 ， 经 由 演绎 法 井井有条 
地 导出 一 系列 推论 和 定理 ， 使 得 整个 理论 结构 表现 得 十 分 协调 和 
谐 ， 这 不 正好 象 是 座 蜀 造 高 雅 的 建筑 物 那样 优美 吗 ? 

你 也 许 会 有 经 验 ， 当 你 观察 二 项 式 系数 组 成 的 杨辉 三 角 时 ， 
你 会 发 现 某 种 “对 称 性 ” 带 来 的 美感 。 又 如 果 仔 细 欣 赏 圆周 角 定 
理 时 ， 你 还 会 感受 到 某 种 变化 中 隐 含 有 “不 变性 ”的 美 。 特 别 是 
当 你 学 慌 立 体 几 何 中 的 著名 定理 “球面 面积 正好 等 于 它 的 大 圆 面 
积 的 四 倍 ” 时 ， 你 或 许 会 产生 某 种 惊 以 ， 而 这 条 定理 正好 显示 出 
几何 学 中 的 “奇异 美 ”， 即 一 种 出 平 意 料 之 外 的 美 。 

数学 里 的 数学 美 是 到 处 可 见 的 ， 基 本 概念 的 简单 性 ， 定 理 与 
公式 的 普遍 性 与 统一 性 ， 方 法 的 精巧 性 等 等 也 都 是 数学 美的 特征 
。 有 些 人 把 数学 看 成 为 枯燥 无 味 的 科学 ， 共 至 望而却步 ， 视 为 里 
途 。 那 真是 -- 种 误解 或 偏见 ! 但 正如 欣赏 中 国 的 字画 或 西方 的 交 
响 乐 那样 ， 感 受 数学 美 是 需要 一 个 学 习 和 领会 的 过 程 的 。 只 有 当 
你 对 数学 题材 理解 得 越 深刻 ， 你 才 越 能 领会 到 “ 数 学 美 ”的 享 
受 。 这 样 你 就 越 能 喜 受 数学 ， 从 而 越 销 越 深 ， 而 决 不 会 产生 任何 

-一 7 一 


困 悠 或 厌烦。 数学 是 育 年 们 准备 向 科技 进军 的 重要 工具 ， 但 愿 大 
家 都 能 喜爱 它 、 学 好 它 ! 


本 文 是 作者 应 中 国 青年 报 之 约 写 的 文章 ， 原 载 《 中 国 青年 报 》1985 年 3 月 26 
3 及 4 月 2 日 。 政 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 ， 
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一 说 到 数学 方法 ， 人 们 可 能 会 有 各 种 不 同 
理解 。 璧 如， 教师 多 半 会 把 它 看 作 是 解 题 方法 
或 证 题 方 法 ， 工 程 师 会 把 它 理解 为 数学 模型 方 
法 与 计算 方法 ， 自 然 科学 和 社会 科学 工作 者 党 
常 把 它 看 成 为 描述 客观 规律 、 进 行 定量 分 析 的 - 
工具 ， 等 等 。 着 眼 点 虽然 不 同 ， 但 大 家 都 会 承 
认 数 学 方法 的 特点 是 它 的 “逻辑 精确 性 ”和 
“对 象 的 一 般 性 ”。 不 难 理解 ， 这 种 特点 主要 
是 由 于 数学 的 抽象 性 本 质 决定 的 。 下 面 的 个 别 
段落 将 会 涉及 这 个 问题 。 

菜 布 尼 兹 的 严格 论证 

17 世 纪 著 名 的 哲学 家 兼 数学 家 莱 布 尼 兹 是 
一 位 博学 多 才 的 人 物 。 他 和 巴 斯 卡 都 是 欧洲 历 
史上 设计 数字 计算 机 的 先行 者 ,而 且 他 还 是 “ 数 
理 罗 辑 ” 这 一 学 科 思 想 的 启蒙 人 。 他 曾经 梦想 
并 预言 过 严格 的 逻辑 演绎 方法 可 作为 处 理 人 类 
理性 思维 的 普遍 工具 。 我 们 不 妨 瞧 瞧 他 是 如 何 


一 丝 不 苟 地 利用 演绎 法 来 论证 2xX2=4 的 ? 他 
的 证 法 分 6 步 ， 即 


2x2=2x (1+1)=2+2=2+(1+1) 
一 (2 十 1) 十 1=3 十 1 一 4。 
这 里 依次 用 到 了 乘法 分 配 律 和 加法 结合 律 ， 还 用 到 了 个 别 自 
入 站 2 一 1 十 1，3 二 2 十 1，4 二 3 十 1 等 定义 。 - 

很 奇怪 ， 为 什么 对 这 样 一 个 连 小 学 生 都 一 目 了 然 的 问题 都 要 
一 步 步 去 证 明 呢 ?当然 谁 也 不 能 否认 2x2=4 的 直观 明显 人 性。 但 
人 们 的 直观 人 假如 不 去 彻底 分 析 一 个 命题 的 
逻辑 演绎 性 结构 ， 那 么 如 何 能 使 只 会 按 程 序 办 事 的 计算 机 去 执行 
推理 任务 呢 ? 正如 大 家 所 知 ， 事 实 上 现代 电子 计算 机 之 所 以 能 够 
精确 地 执行 逻辑 分 析 和 各 种 复杂 计算 等 任务 ， 正 是 由 于 有 了 数理 
有 逻辑 与 程序 设计 等 学 科 兴 起 的 原故 ， 而 这 也 就 是 当年 菜 布 尼 辫 
“梦想 ”在 一 定 程度 上 的 实现 和 发 展 。 

数学 中 的 演绎 法 体现 了 逻辑 精确 性 ， 但 数学 中 大 量 的 真理 却 
往往 是 通过 不 严格 的 直观 认识 和 经 验 归纳 法 获得 的 ， 而 严格 的 演 
绎 论证 则 多 半 是 事后 补 上 的 。 例如 ,从 欧 几 里 德 时 代 到 19 世 纪 , 人 
们 星 就 根据 几何 直观 认识 到 无 理 数 的 运算 法 则 ， 如 V2 -V3= 
M3+tV2，MV2iV3=MV3°*V2=MV6 等 。 但 怎样 严格 地 去 
证 明 无 理 数 的 加 法 和 乘法 也 适用 交换 律 呢 ? 这 个 很 困难 的 问题 直 
到 1872 年 才 由 戴 得 金 和 康 托 尔 等 人 所 建立 的 实数 理论 获得 彻底 解 
决 。 顺 便 提 一 句 ， 现 代数 字 电 子 计算 机 不 管 计算 效率 多 么 高 ， 却 
只 能 处 理 有 限 性 的 离散 数量 ， 而 对 于 涉及 无 限 过 程 的 无 理 数 ， 还 
是 无 能 为 力 的 。 


数学 抽象 方法 与 模型 方法 


当 人 们 借助 代数 方程 去 求解 应 用 问题 时 ， 常 把 未 知 数 量 设 为 
x，y 等 ， 并 将 已 知 条 件 表现 为 代数 方程 式 。 这 过 程 就 是 抽象 方 
法 。 因 为 x，y 等 仅 是 具体 数量 的 代表 记号 ， 而 方程 式 也 只 是 对 
应 地 反映 了 数量 间 的 一 种 纯粹 的 相互 关系 ， 其 中 已 经 会 弃 掉 具体 


事物 的 特定 名 称 和 相互 关系 的 具体 解释 等 非 本 质 性 的 东西 。 

一 般 ， 对 于 任何 一 个 涉及 数量 关系 的 具体 应 用 问题 ， 借 助 于 
数学 符号 、 术 语 或 数学 概念 来 进行 抽象 ， 再 把 它 对 应 地 表现 为 数 
学 形式 后 就 成 为 原来 问题 的 “数学 模型 ”。 代 数 方程 是 一 类 代数 
应 用 问题 的 模型 。 各 种 微分 方程 是 各 类 运动 形态 问题 的 数学 模 
型 。 网 络 图 、 计 算 程 序 、 各 种 数学 关系 式 等 也 都 是 各 种 具体 对 应 
事物 〈 或 现实 原型 ) 的 数学 模型 。 特 别 是 象 网 络 图 这 种 数学 工具 
常 被 作为 交通 运输 问题 的 数学 模型 ， 许 多 复杂 的 实际 问题 可 利用 
这 类 数学 模型 获得 解决 。 

数学 模型 方法 已 成 为 现代 一 切 应 用 科学 领域 中 的 重要 方法 ， 
居 至 象 国民 经 济 领域 中 的 许多 数学 问题 也 往往 利用 模型 方法 来 处 
理 。 

有 时 某 些 实际 问题 所 表现 的 现实 原型 是 非常 复杂 的 ， 数 学 模 
型 与 现实 原型 的 关系 是 一 种 反映 与 被 反映 的 关系 ， 所 以 模型 的 构 
造 或 提出 必须 经 过 抽象 分 析 过 程 ， 即 经 过 对 现实 原型 扬弃 次 要 环 
节 的 过 程 。 就 这 一 点 来 看 ， 具 有 一 定 普遍 意义 的 数学 模型 就 有 点 
象 文学 创作 中 的 人 物 典 型 塑造 那样 ， 都 无 非 是 某 些 现实 原型 的 本 
质 或 特征 的 近似 刻画 与 集中 表现 而 已 。 但 数学 模型 可 以 进行 逻辑 
分 析 甚 至 还 可 以 用 计算 机 加 以 模 狼 ， 这 一 点 和 文学 典型 的 抽象 性 
大 不 相同 。 


关系 映射 反 演 原则 


数学 家 与 物理 学 家 解决 许多 问题 时 常常 灵活 运用 “关系 映射 
反 演 原则 ”。 事 实 上 ， 我 们 在 日 常生 活 中 有 时 也 自觉 或 不 自觉 地 
运用 这 个 原则 ， 如 对 着 镜子 梳头 或 蕴 胡 子 ， 镜 子 便 是 一 个 映射 工 
具 ， 它 把 头发 、 梳 子 、 胡 子 、 刹 思 等 原 象 及 其 粗 互 间 的 位 置 关 系 
都 映射 成 镜子 中 的 映 象 及 映 象 关系 。 人 和 人们 看 着 镜子 里 的 映 象 便 调 
整 映 象 关 系 ， 使 镜子 中 完成 了 合适 的 硫 头 和 剃 胡子 的 动作 。 显 然 


这 是 因为 原 象 和 上映 象 是 一 一 对 应 的 ， 而 一 切 映 象 关系 都 能 相应 地 
“ 反 演 ”为 原 象 关系 的 原故 。 

上 述 平 凡 的 例子 足以 启发 人 们 去 形成 一 个 解决 数学 问题 的 普 
遍 思 想 方 法 。 本 来 ， 象 函数 、 反 函数 、 变 换 、 反 变换 等 概念 都 是 
数学 由 最 常用 的 概念 ， 在 本 质 上 它们 都 是 “对 应 ”与 “ 遂 对 应 ” 
一 般 概念 的 特殊 形式 。 现 代数 学 中 已 习惯 地 把 对 应 与 逆 对 应 称 之 
为 “映射 ”(mapping) 与 《 反 演 ”(inversion)。 它 们 是 数学 中 极 
为 有 用 的 概念 。 现 在 假设 在 一 个 关系 结构 系统 《A 〉 中 包含 一 个 
待定 的 未 知 原 象 X， 如 果 直 接 在 (A) 中 寻求 和 很 不 容易 ， 那 么 
就 应 该 去 选取 一 个 合适 的 映射 工具 (对 应 方法 或 变换 方法 ) ， 使 
系统 (A) 映射 成 系统 〈B)， 这 样 相 应 地 未 知 原 象 也 就 映射 成 
(B) 中 的 映 象 X*。 如 果 X* 能 在 〈B》 中 较 易 地 确定 出 来 , 则 通 
过 逆 映 射 〈 反 演 ) 也 就 可 以 从 确定 出 原 象 XX。 这 个 一 般 性 方法 模 
式 就 称 为 数学 中 的 关系 映射 反 演 原 则 ,可 表述 为 下 列 框图 (图 1)。 

这 个 原则 君 起 来 十 分 简单 ， 但 要 真正 用 好 它 去 解决 问题 ， 关 
键 还 在 于 怎样 选择 好 映射 方法 ， 这 一 步 有 时 并 不 很 容易 ， 需 要 看 
透 系统 的 结构 规律 和 问题 本 质 ， 黄 至 还 要 借助 于 类 比 联想 才能 发 
现 最 有 用 的 映射 工具 。 如 果 有 老 发 现 一 个 巧妙 映射 方法 能 解决 一 
大 类 问题 ， 那 就 将 是 数学 上 的 一 大 创造 发 明 。 下 面 举 几 个 著名 例 
子 。 

“对 数 方法 ”是 解决 数值 计算 的 有 效 工具 ， 它 能 把 复杂 的 计 
算 任务 化 为 简易 的 计算 工作 ， 其 基本 思想 就 是 把 真 数 计 算 化 为 对 
数 计算 ， 最 后 再 取 反 对 数 以 求 得 真 数 。 容 易 理 解 ， 取 对 数 相当 于 
作 上 映射 ， 求 反对 数 是 作 反 演 ， 而 对 数 表 就 是 反 演 工 具 。 所 以 纳 皮 
尔 发 明 的 对 数 方法 就 是 运用 疾 射 反 演 原则 的 光辉 例子 。 . 

哆 拉 和 拉 普 拉 斯 是 生成 函数 方法 ( 备 级 数 变 换 法 ) 的 创始 
人 。 利 用 宕 级 数 变换 可 以 顺利 地 求 出 差分 方程 的 生成 函数 ， 最 后 
求 出 生成 函数 的 宕 级 数 系数 〈 相 当 于 变换 的 反 演 ) ， 这 样 就 可 获 
得 差分 方程 的 一 般 解 。 这 个 过 程 也 是 关系 映射 反 演 方法 的 一 例 ， 


莽 分 方程 与 初始 条 件 是 一 种 关系 结构 ， 而 宕 级 数 变换 就 是 映射 工 
具 。 


条 CA 了 | 

未 知 XX EE 未 知 x* | 
”确定 出 x 反 演 p-:| 确定 出 | 
i 


图 1 


由 于 差分 方程 能 与 微分 方程 作 类 比 ， 而 后 者 是 前 者 的 连续 化 
形式 ， 于 是 就 使 拉 普 拉 斯 联想 到 寡 级 数 变换 的 连续 化 形式 〈 即 某 
种 积分 变换 ) 能 成 为 求解 微分 方程 的 映射 工具 。 一 点 不 错 ， 由 这 
个 很 自然 的 类 比 联想 所 发 现 的 拉 氏 变换 及 其 反 演 公式 确实 已 成 为 
求解 微分 方程 的 有 效 工 具 。 这 也 是 符合 关系 映射 反 演 原则 的 一 个 
光辉 例子 。 在 拙 著 《 数 学 方法 论 选 讲 》 的 第 三 讲 中 曾 介绍 了 十 来 
个 例子 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 。 


数学 中 的 直觉 与 逻辑 


一 谈 到 数学 领域 中 的 创造 、 发 阴 活 动 过 程 及 其 规律 性 ， 就 会 
立即 使 人 联想 到 直觉 与 逻辑 、 归 纳 与 演绎 等 方法 所 扮演 的 角色 和 
交互 作用 等 问题 。 大 家 知道 ， 历 史上 凡是 有 杰出 贡献 的 数学 家 ， 
几乎 无 例外 地 都 是 运用 归纳 法 与 类 比 法 的 大 师 。 例 如 ， 最 擅长 于 
演绎 论 证 的 高 斯 也 曾 自 称 他 的 许多 结果 是 利用 归纳 法 猜 到 的 ， 而 
证 明 只 是 补 行 手续 。 实 际 上 ， 正 如 波 利 亚 所 说 ， 在 从 事 创造 性 活 
动 的 数学 工作 者 ， 总 是 按照 “不 断 狂 想 、 不 断 论 证 ”的 方式 进行 
工作 的 。 波 利 亚 的 名 著 《 数 学 与 狂想 》 已 在 国内 出 版 ， 这 是 值得 
一 读 的 。 

这 里 专门 谈 谈 直觉 与 逻辑 在 数学 研究 方法 中 的 地 位 问题 。 大 


家 知道 ，18 至 19 世 纪 数 学 家 与 物理 学 家 曾 给 数学 武器 库 增 添 了 大 
量 宝 贵 财富 ， 这 些 财富 大 多 是 通过 数学 直觉 俘获 来 的 < 战利品 ”， 
正如 阿达 玛 指出 的 ， 逻 辑 在 这 里 起 到 了 验收 “战利品 ”的 作用 。 
事实 上 ， 从 事 数 学 创造 性 研究 如 同人 在 迷雾 中 摸索 前 进 那 样 ， 需 
要 用 眼睛 辨识 方向 ， 要 靠 双 腿 迈 向 目的 地 。 直 觉 就 好 比 眼睛 ， 起 
向 导 和 领路 作用 。 逻 辑 就 是 双 腿 ， 没 有 逻辑 不 可 能 到 达 目 的 地 。 

19 世 纪 微 积分 处 于 贷 基 发 展 时 期 ， 人 们 不 断 设计 出 “病态 函 
数 ” 来 指明 先贤 们 在 推理 方面 的 漏洞 。 最 使 人 惊 己 的 莫 过 于 维尔 
斯 特 拉 斯 所 提供 的 “连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 ”的 例子 。 诸 如 此 
例 的 出 现 迫 使 人 们 更 加 尊敬 逻辑 的 力量 而 大 大 降低 了 对 直觉 的 信 
任 。 以 致 于 20 世纪 以 来 弄 得 直觉 与 猜想 在 数学 教学 中 几乎 毫 无 地 
位 了 。 正 是 波 利 亚 一 些 著作 的 出 版 ， 才 为 数学 中 的 直觉 与 猜想 挽 
回 了 一 些 声誉 。 

其 实 就 以 上 述 著名 的 维尔 斯 拉 斯 的 例子 来 看 ， 那 也 不 是 逻辑 
演绎 的 结果 ， 而 是 想象 的 产物 。 须知 函数 y= (x) 的 连续 性 只 
是 说 明 增 量 Ax 与 Ay 同时 趋 于 零 ， 但 Ay 对 均 速 趋 零 的 Ax 来 
说 却 是 可 以 时 进 时 退 地 趋 零 的 ， 这 样 Ay/Ax 自然 就 不 可 能 有 确 
定 的 极限 ( 即 导数 ) 了 。 正 是 这 种 精细 的 直觉 能 导致 关于 连 继 不 可 
微 函 数 存 在 性 的 狂想。 又 鉴于 三 角 函 数 bscos (asx) 能 随 着 a ->co 
和 b,->0 而 出 现 无 限 次 无 限 小 振幅 的 振荡 ， 所 以 维 氏 也 就 很 自然 
地 会 想到 用 这 种 类 型 的 三 角 函 数 级 数 去 构造 他 想象 中 的 例子 。 当 
然 直 觉 导 致 雇 误 的 例子 也 是 不 胜 枚 举 。 为 使 直觉 能 成 为 创造 的 正 
确 向 导 ， 就 必须 选择 产生 直 党 的 良好 背景 。 历 史 经 验 示 明 ， 物 理 
科学 是 产生 数学 直觉 的 重要 源泉 。 例 如 席 加 莱 就 有 过 这 方面 的 经 
验 之 谈 。 事 实 上 ， 从 牛顿 以 来 300 年 间 数 学 上 一 系列 重要 方法 的 
提出 ， 大 多 是 受到 物理 学 的 启发 。 但 必须 补充 指出 ， 由 于 近 30 
年 来 数学 方法 已 经 进入 一 切 领域 ， 不 仅 应 用 于 生命 科学 ， 还 应 用 
于 经 济 科学 ， 心 理学 及 其 他 社会 科学 ， 因 此 为 数学 方法 提供 直观 
背景 的 天 地 更 加 广阔 了 ， 取 得 有 用 直觉 的 源泉 自然 不 必 再 局 限于 


物理 科学 了 。 


结构 观点 与 抽象 度 分 析 


从 数学 方法 论 角度 看 ，40 年 前 盛 极 一 时 的 法 国 布尔 巴 基 学 派 
的 观点 和 他 们 仍 在 继 继 的 事业 确实 是 值得 重视 的 。 这 一 学 派 的 基 
本 观点 认为 ， 全 部 数学 或 大 部 分 数学 都 可 按照 结构 的 不 同 分 类 。 
应 该 用 公理 化 方法 抽象 出 各 门 数学 的 各 种 结构 ， 找 出 各 数学 分 支 
. 闻 的 结构 差异 ， 这 样 在 重新 组 织 成 的 数学 体系 里 就 可 以 获得 诸 数 
学 分 支 内 在 联系 的 清晰 图 景 。 他 们 还 认为 数学 的 发 展 无 非 是 各 种 
结构 的 建成 和 发 展 而 已 。 到 1973 年 他 们 已 出 版 36 卷 书 ， 内 容 包 括 
了 近代 数学 的 绝 大 部 分 分 支 ， 但 至 今 仍 未 宣布 写 完 。 

凡是 一 个 集合 中 的 元 素 间 引进 了 运算 或 变换 ， 则 就 形成 一 种 
“结构 ”， 显 然 这 样 一 个 普遍 概念 几乎 可 以 襄 括 一 切 。 他 们 把 数 
学 区 分 为 “代数 结构 ”、“ 序 结构 ”和 “拓扑 结构 ”三 大 类 。 由 
这 三 种 “ 母 结构 ”及 其 交叉 还 可 导出 各 种 子 结构 与 分 支 结构 。 例 
如 “ 巴 拿 赫 空 间 ” 〈 完 全 赋 范 线性 空间 ) 就 是 由 拓扑 结构 与 代数 
结构 交叉 而 成 的 分 支 结构 。 于 是 按照 结构 属性 分 类 法 ， 就 可 以 把 
许多 数学 分 支 纳入 到 整个 数学 体系 的 适当 位 置 上 ， 这 样 ， 整 个 数 
学 体系 就 可 以 比喻 作 一 座 建 设 得 并 并 有 条 的 大 城市 ， 中 心 市 区 的 
巨大 建筑 物 就 好 比 是 一 个 业已 建成 的 数学 理论 系统 ， 而 多 少 有 些 
杂 乳 无 章 向 外 扩展 的 郊区 就 好 比 是 一 些 尚 未 发 育成 型 的 数学 新 分 
支 。 

由 上 所 述 ， 可 见 布尔 巴 基 的 结构 主义 是 现 代 形 式 公 理化 思想 
方法 的 一 大 发 展 ， 因 为 后 者 只 是 着 重 探 讨 每 门 数 学 的 公理 化 ， 而 
结构 主义 采取 了 全 局 观点 ， 着 重 横向 分 析 诸 数学 分 支 间 的 结构 差 
噶 与 内 在 联系 ， 这 对 全 面 整理 和 发 展 数学 是 有 积极 作用 的 。 结 构 
主义 思潮 曾 影 响 过 数学 教育 领域 ， 在 欧 美 出 现 过 所 谓 “ 新 数 运 
动 ”， 但 后 来 并 未 取得 成 功 。 看 来 数学 结 梅 形式 的 研究 ， 应 该 进 


一 步 发 展 到 研究 数学 概念 的 “抽象 度 ”， 才 能 给 教师 和 研究 工作 
者 提供 更 多 有 用 的 信息 。 

按照 反映 论 观 点 ， 概 念 抽象 思维 的 进行 是 有 层次 性 的 ， 这 在 
数学 的 理论 思维 中 表现 得 更 为 明显 。 数 学 理论 中 的 抽象 物 〔 概 念 
或 命题 ) 大 多 是 经 过 几 步 抽象 形成 的 。 例如 ， 自 然 数 集合 {fn] 公 
认为 三 度 抽象 物 ， 第 一 步 从 具体 数量 抽象 出 个 别 自然 数 1， 2， 
3，4，5 等 概念 第 二 步 从 个 别 的 自然 数 再 抽象 出 一 般 的 任意 自 
然 数 n 的 概念 ， 第 三 步 根据 康 托 的 “概括 原则 ”形成 一 切 自然 数 
作成 无 穷 集合 {n} 的 概念 。 进 一 步 还 不 难 证 明 实 数 集合 R 的 概念 
是 五 度 抽 象 物 。 

在 每 个 数学 分 支 理论 中 ， 作 为 出 发 点 ， 公 理 与 基本 命题 可 规 
定 抽象 度 为 《1 或 0) 。 于 是 所 有 抽象 物 按 抽象 的 步 数 由 小 到 大 
排列 便 作 成 一 个 偏 序 集 (poset)， 只 有 相关 联 的 抽象 物 (比如 {n} 
和 入 ) 才 在 同 -- 链 上 。 把 抽象 物 用 点 标记 ， 则 就 可 以 用 “多 重 有 
向 平面 图 ”来 刻画 抽象 物 系 统 。 我 们 可 以 把 每 一 抽象 物 所 需要 的 
最 多 抽象 步 数 定义 为 它 的 “抽象 度 ” ， 还 可 计算 该 相应 点 的 平面 
点 线 图 中 的 “入 度 ”(in-degree》 与 《出 度 ” (outdegree) 。 这 
榜 ， 条 一 点 就 有 三 个 沸 标 ， 《抽象 度 、 入 度 、 出 度 ” ， 它 们 分 别 
刻 面 了 该 点 相应 的 数学 抽象 物 的 深刻 性 、 重 要 性 与 基本 性 。 此 
外 ， 还 可 分 析 每 一 抽象 物 各 个 抽象 步骤 所 采用 的 抽象 法 则 并 评定 
共 难 度 ， 从 而 获得 “抽象 难度 向 量 ”。 如 果 对 每 一 分 支 中 的 重要 
抽象 物 都 做 上 述 各 种 分 析 ， 则 将 形成 抽象 度 分 析 表 册 ， 它 将 能 给 
研究 工作 者 与 教师 们 提供 该 分 支 的 全 面 而 深刻 的 信息 。 显 然 ， 落 
杰 把 布尔 巴 基 的 30 多 卷 都 作出 上 述 抽象 度 分 析 表 册 ， 那 将 是 一 件 
巨大 的 工程 。 但 愿 国内 的 年 青 同 行 ， 能 以 布尔 巴 某 那样 的 集体 协 
作 精神 ， 逐 步 去 完成 这 项 很 有 意义 的 工程 ! 


本 文 原 载 《 百 科 知 识 > 1985 年 第 1 期， 收入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 。 
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$1 引 言 


我 们 知道 ， 关 于 数学 的 发 现 、 发 明 等 方法 
的 研究 是 由 来 已 久 的 。17 世纪 伟 大 的 哲学 家 
和 数学 家 莱 布 尼 北 就 曾 写 过 《 论 发 明 的 技巧 》 
的 著作 。 解 析 几 何 的 创始 人 第 卡 儿 也 曾 出 版 过 
“方法 论 ” 的 专著 。 他 曾 特 别 强调 怎样 从 数学 
解 题 过 程 中 总 结 出 一 般 的 思想 方法 及 法 则 。 例 
如 ， 他 说 过 这 样 的 话 ，“ 我 所 解决 的 每 个 问 
题 ， 都 成 为 以 后 解决 其 它 问题 的 规则 。” 近 代 
的 著名 数学 家 中 ， 象 庞 加 莱 、 克 菜 菌 、 和 希 耳 伯 
特 、 阿 达 玛 等 人 也 都 分 别 发 表 过 关于 数学 方法 
论 的 精辟 见解 和 论著 。 

特别 值得 提 到 的 是 一 位 美 籍 匈 牙 利 数学 家 
波 利 亚 ， 他 曾 花 数 十 年 时 间 ， 致 力 于 “数学 发 
现 ” 与 “ 解 题 思想 方法 ”的 研究 。 他 的 一 些 著 
作 已 经 被 译 为 中 文 。 还 有 一 位 美国 数学 教授 克 
莱 因 曾 在 1972 年 出 版 了 一 本 厚 达 1238 页 的 
巨著 ， 系 统 地 叙述 和 总 结 了 古今 数学 思想 发 展 
史 。 该 书包 藏 着 大 量 的 题材 ， 可 作为 我 们 研究 
数学 方法 论 的 极为 宝贵 的 参考 资料 。 


上 面谈 了 一 - 段 情况 ， 可 是 还 没有 明确 回答 这 样 一 个 问题 ， 我 
们 从 事 数学 工作 的 人 ， 也 即 以 数学 为 职业 的 “数学 工作 者 ” 们 ， 
其 中 包括 大 量 的 中 学 和 大 专 学 校 的 数学 教师 们 以 及 一 些 专职 的 科 
研 工作 者 ， 为 什么 应 该 重视 数学 方法 论 的 研究 呢 ? 我 想 回答 是 简 
- 单 的 。 有 出 息 的 数学 工作 者 总 是 要 在 数学 科学 中 有 所 作为 、 有 所 
创新 的 。 尤 其 是 数学 教师 们 总 是 希望 能 够 多 教 出 些 有 创造 发 明 才 
能 的 学 生来 。 央 此 ， 怎 样 去 研究 解决 数学 问题 ， 怎 样 才能 去 发 现 
数学 原理 和 创造 数学 方法 ， 这 些 属 于 “方法 论 ” 范 畴 的 问题 ， 自 
然 需要 引起 足够 的 注意 和 认真 的 研究 。 

即使 对 于 大 专 学 校 和 中 学 的 学 生 说 来 ， 他 们 正在 学 习 各 门 数 
学 课程 ， 也 必须 注意 掌握 数学 的 思想 方法 ， 才 能 学 得 深 ， 理 解 得 
透 ， 遇 到 实际 问题 时 ， 才 能 使 数学 工具 发 挥 作用 ， 特别 有 才能 的 
学 生还 可 能 在 青年 时 代 就 对 数学 作出 贡献 。 在 数学 发 展 史上 我 们 
已 经 看 到 许 许多 多 这 样 的 先例 。 


$2 归纳 法 与 类 比 法 


现代 的 中 学 代数 里 都 要 讲述 “数学 归纳 法 ”， 它 是 用 来 证 明 
同 自 然 数 有 关 命 题 的 一 种 方法 。 但 这 里 要 谈 的 是 -一 般 自 然 科 学 中 
用 到 的 归纳 法 ， 通 常 称 为 “经 验 归 纳 法 ”或 “实验 归纳 法 ”。 

提 到 “实验 ”二 字 ， 有 的 人 或 许 会 奇怪 ， 数 学 又 不 是 物理 学 
或 化 学 ， 怎 么 也 需要 实验 呢 ? 不 错 ， 数 学 定理 和 公式 的 证 明 ， 一 
般 需 用 演绎 法 。 但 是 ， 去 发 现 真理 往往 比 事后 论证 更 为 重要 。 又 
因为 数学 的 真理 往往 反映 客观 存在 的 数量 关系 和 空间 形式 ， 所 以 
有 时 确实 需要 通过 实验 和 观察 才能 发 现 它们 。 - 

例如 我 国 十 代 《 周 体 算 经 》 中 就 有 关于 勾 股 定理 的 特殊 形式 
及 具体 运用 。 还 有 后 来 贾 宪 、 杨 熔 关 于 二 项 式 展 天 系数 的 三 角形 
的 发 现 等 等 ， 这 些 都 来 源 于 经 验 归纳 法 ， 而 不 是 靠 演绎 法 得 来 
的 。 


18 及 19 世纪 有 突出 贡献 的 数学 家 欧 拉 和 高 斯 ， 根 据 他 们 
自身 的 工作 公 验 ， 曾 发 表 过 一 些 “ 经 验 之 谈 ”。 欧 拉 说 过 “ 数 
学 这 门 科 学 ， 需 要 观察 ， 也 需要 实验 。” 高 斯 也 说 过 ， 他 的 许多 
定理 都 是 靠 归 纳 法 发 现 的 。 
我 们 可 以 举 出 大 量 实例 来 说 明 经 验 归纳 法 确实 是 发 现 数学 真 
理 的 -种 有 效 手段 。 | 
例 1 直线 分 割 平面 问题 ， 试 问 平面 上 n 条 彼此 相 交 而 无 
三 者 共 点 的 直线 能 够 把 平 而 分 割 成 多 少 部 分 ? 
这 是 个 很 简单 的 问题 ， 如 以 S。 表 示 分 割 平面 部 分 的 数 日 ， 
则 由 简单 的 实验 观察 可 知 
nl | 2 
| 


{ 3 { 4 {( 5 
| | | 
| 7 6 | 


Sn | 2 4 | 
由 观察 我 们 发 现 ，S, = 二 1+1]，S;s==1 十 1 二 ?2，S, 二 1 十 1 二 ?二 3， 
S4==1 十 1 十 2 十 3 十 4。 依 此 类 推 ， 便 可 猜想 到 ， 


Ss 一 1 十 1 十 2 十 8 十 4 寺 … 人 


然后 用 数学 归纳 法 ， 便 可 立即 证 明寺 述 公式 是 普遍 成 立 的 《请 读 
者 自己 去 给 出 数学 归纳 法 证 明 ) 。 

例 2 欧 拉 的 面 、 项 、 楼 公式， 试问 空间 中 的 任何 一 个 凸 多 
面体 的 面 数 、 顶 数 与 楼 数 之 问 有 怎样 的 关系 ? 

以 ,了 ，E 分 别 代 表 一 个 凸 多 面体 的 面 数 、 顶 点 数 和 校 
数 。 清 想 欧 拉 当 年 一 定 观察 过 许多 具体 的 多 面体 ， 对 F, VE 
各 数 作 了 系统 归纳 之 后 ， 才 现 他 的 著名 公式 的 。 现 在 不 妨 模拟 一 
遍 他 多 半 走 过 的 道路 。 试 先 调查 一 下 四 面体 、 六 而 体 、 六 校 锥 及 
六 楼 柱 的 下 ， 广 下 和 名 数 〈( 参 看 图 1 〉。 


图 1 


由 观察 可 得 

4 | 6 了 _ 8 
及 4 : 8 7 12 
E | 6 | 12 | 12 | 18 


敏感 的 读者 或 许 已 经 能 够 从 上 示 的 少量 数据 中 归纳 出 欧 拉 公 
式 “+ 一 一 2” 来 ， 但 是 数据 毕 竞 太 少 了 ， 舍 少量 经 验 得 出 
的 公式 还 是 难以 令 人 相信 和 的。 猜想 欧 拉 当 初 一 定 走 得 更 远 ， 他 会 
通过 多 面体 的 “生成 法 ”去 进一步 考虑 问题 。 

例如 ， 在 四 面体 或 六 面体 之 外 加 一 顶 ， 使 它 和 靠近 那 一 面 的 
各 顶点 联 起 来 作成 新 的 多 面体 ， 然 后 
再 考察 ,人 ，E 的 变化 规则 ， 结 
果 会 发 现 (下 +F 和 五 的 增加 数 
相同 ， 故 在 公式 中 的 下 + 一 忆 数 
值 保持 不 变 (参看 图 2 ) 。 

一 般 说 来 ， 设 想 多 面体 外 增加 的 由 2 


一 点 亏 和 靠近 它 的 那 一 面 〈 比 方 说 是 有 AR 个 顶点 的 而 ) 的 各 
顶点 联结 起 来 ， 这 样 就 增加 了 R 个 边 ,也 就 是 已 增加 了 数目 R。 
另 一 方面 ， 又 增加 了 《Rk 一 1) 个 面 ， 外 加 顶点 4, 这 样 , (FF 十 1”) 
的 数值 也 增加 了 (& 一 1) 十 1=&， 因 此 差 量 (FF 十 信 ) 一 五 总 是 保 
持 不 变 的 。 可 以 相信 ， 欧 拉 正 是 通过 这 样 的 “实验 一 归纳 一 推 
理 ” 的 途径 才 得 出 他 的 著名 公式 的 。 

例 3 高 斯 分 圆 问 题 :用 直 尺 和 圆规 作 图 ,能 否 把 圆周 分 成 7 
等 份 ? 也 就 是 能 否 作 出 圆 内 接 正 nn 边 形 ? . 

这 是 古 希 腊 几 何 学 上 流传 下 来 的 一 个 尺 规 作 图 难题 。 18 世 
纪 末 期， 这 个 难题 被 年 轻 的 高 斯 解决 了 。 癌 斯 早年 在 德国 琳 迁 根 
大 学 读书 时 ， 数 学 和 拉丁 文 都 学 得 很 好 。 为 了 选择 毕业 后 的 职业 
出 路 ， 当 时 只 有 19 岁 的 高 斯 正在 语言 学 与 数学 专业 两 者 之 间距 
踏 不 决 的 时 候 发 现 了 正 17 边 形 尺 规 作 岁 法 ， 这 使 他 极为 兴 符 ， 
于 是 便 立 志 专 功 数 党。 后 来 ， 果 然 成 为 一 位 大 数学 家 。 

高 斯 发 现 凡 边 数 n 等 于 费 马 素 数 时 ， 则 圆周 即 可 用 凡 规 作 
出 来 。 所 谓 费 马 素数 就 是 形 如 

瑟 , 一 225 十 1 一 素数 
的 正 整数 。 例 如 当 R=0，1，?*，3，4 时 ， 得 到 已 ,=220 十 | 一 
3, Fi=221+1=65,F,=22?+1=17, F’=:23+4+]1=257,F ,= 
22 4 十 1=65537， 这 些 数 碰 瑟 都 是 素数 ， 所 以 都 叫做 费 马 素数 。 
根据 高 斯 发 现 的 定理 ， 正 17 边 形 、 正 257 边 形 等 名 可 用 尺 规 
作出 。 又 因为 每 个 圆 跌 痢 可 用 尺 规 进行 二 等 分 ， 连 续 平 分 1 次 ， 
也 就 能 得 到 2: 等 份 。 因 此 高 斯 的 分 圆 定理 是 说 ， 好 果 边 数 广 能 
写成 
六 一 2 022 十 1)， (22 十 一 素数 ) 

的 形式 ， 那 么 尺 规 作 图 法 就 能 把 加 周 等 分 
这 样 的 N 边 形 来 。 

进 -- 步 ， 他 还 给 出 了 更 一 般 的 定理 ， 如 果 pl1，p2s，…，ps 十 

9] — 


之 


份 ， 也 就 是 能 作出 


一 批 要 异 的 素数 ， 它 们 都 能 表 成 费 马 素数 的 形式 ， 那 么 边 数 为 尽 
二 D1Pp，…pan 的 正 多 边 形 也 可 以 作出 来 。 

我 们 来 梧 顾 一 下 高 斯 的 思想 方法 。 他 的 一 般 分 圆 定理 无 疑 是 
从 特例 分 析 中 归纳 出 来 的 。 基 本 关键 还 在 于 他 深刻 地 洞察 到 正 17 
边 形 作 图 的 可 能 性 。 只 要 一 旦 发 现 了 正 17 边 形 作 图 可 能 性 之 
后 ， 那 么 再 迈 前 一 步 ， 去 得 出 一 般 性 结论 就 不 怎么 困难 了 。 

高 斯 青少年 时 代 已 经 熟悉 复数 的 运算 法 则 ， 也 知道 复数 的 几 
何 表示 法 。 因此 他 很 自然 地 会 想到 方程 

Z"=1=coOs2n i sin2n 


的 nn 个 根 
Z :=1， Z Zr=cos( 2 27 #)+isin( 2 
正好 是 复数 平面 上 以 原点 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 单位 圆周 上 的 


个 等 分 点 所 表示 的 复数 值 。 
在 几何 作 图 中 ， 我 们 总 1 因此 ， 如 


能 把 >， 的 实 和 虑 部 两 个 数量 cos- 红 与 sin- 用 尺 规 规 作 出 


来 ， 那 么 圆周 的 4 分 之 一 也 就 得 到 了 。 因此 为 解决 分 加 问题 ， 
人 2” 一 1 二 0 的 一 个 复数 根 能 否 用 尺 规 作 出 其 数量 
即 作出 其 实 部 与 虚 部 分 别 用 线段 长 度 表示 的 数量 ) 。 
方程 4 一 1=0 既是 如 此 重要 ， 后 人 也 就 称 它 为 “分 圆 方 


#) (k= 2 #11) 


程 ”。 根 据 归纳 法 思想 ， 即 从 特殊 到 一 般 的 思想 法 则 ， 高 斯 首先 
细心 地 考察 了 n=3 和 n=5 的 情形 ( 参 厦 图 3) 。 
Za 一 1=0 的 情形 很 简单 ， 它 的 三 个 根 就 是 1 的 立方 根 ， 即 


Zo=]， Zi1=0 一 一 二 + 


1 V3， 
2 2 一 


» . 


这 三 个 根 在 复数 平面 上 的 分 布 位 置 见 图 3 左 图 。 同 理 ， 右 图 上 单 
位 圆周 的 五 个 等 分 点 Z。，2,，…，2Z。 表示 分 贺 方 程 2 一 1=0 
的 五 个 相 异 根 ， 其 中 

27 


5 上 isin- =cos72° +isin72° 


Z1=cos 


用 代数 方法 容易 求 出 Z， 的 根 式 表示 。 
分 圆 方程 可 以 分 解 为 
(Z 一 站 (Z1+2 二 2 十 Z+TD)=0， 故 Zoo=1。 其 余 四 根 须 
从 方程 Z' 十 2 十 Z? 十 Z 十 1 二 0 解 出 。 因 ZZ 起 0， 可 用 2Z? 除 
两 边 ， 故 此 方程 等 价 于 
Z:+Z+1+2*1+2*?=0 


地 (ZZ +272)+(Z+2-1) +1=0 

亦 即 (Z+271)?+(Z+271)—1=0 

视 x=Z 十 2"!， 解 x?* 十 x=1==0 得 
ltvV5 _ 一 1 一 W 了 
1 2 ’ 人 


再 从 Z+2Z- -xx=0 即 Z? 一 xZ 十 1=0 解 出 ， 得 


2 Nl{(-1 5) 


Ey) 


-ye 
于 是 ， 在 根 式 中 取 十 号 或 一 号 共 可 得 四 个 复数 根 Z2,，Z，，Z，， 
2,. 


我 们 知道 ， 在 平 而 上 取 定 一 线段 作为 单位 长 度 后 ， 它 的 一 


便 可 用 尺 规 作 出 来 。 如 果 把 长 为 -的 线段 和 单位 长 线段 加 起 来 
(连接 起 来 ) ， 用 作 直 径 画 圆 ， 并 在 连接 点 处 作 垂 直 于 该 直径 的 
弦 ， 嘟 么 由 圆 的 < 相交 弦 定理 " 便 立即 知道 弦 的 一 半 等 二}/ 一。 
由 此 可 见 ， 凡 是 由 有 理 数 通 过 十 、 一 、 十 、 二 、M ”等 五 则 运算 - 
有 限 多 次 得 出 来 的 数量 (用 线段 长 度 表示 的 量 ) ， 均 可 由 尺 规 作 
图 法 作出 来 。 根 据 这 个 准则 ， 我 们 便 立 即 理解 为 什么 圆周 的 3 等 
分 、5 等 分 的 点 ( 即 和 ,=1，o，o: 及 Zi，Z,，Z7:,，7， 等 
复数 值 》 均 能 由 尺 规 作出 。 

正 是 从 n=22° 十 1 二 3，n 二 221 十 1 二 5 出 发 ， 使 高 斯 通过 类 
比 与 归纳 方法 猜 到 了 次 数 为 8=222 二 1=17 的 nn 次 分 圆 方程 应 
该 也 能 用 根 式 运算 解 出 。 他 曾 精 细 地 考察 了 方程 

2Z8 十 2 二 2 十 Z3 二 2 上 ZI1=0 

也 即 方程 (Z8 二 Zi) 十 (Z7 十 2 十 十 (2ATZD 二 1L=0 的 
代数 解法 。 把 〈22* 二 TO(R=1，2,…，8) 进行 适当 分 组， 并 
通过 一 些 代 换 ， 他 终于 利用 四 重 平方 根 式 VwA 天 - 把 QZ， 
…， Za5 (Zoo 一 1) 具体 地 表达 出 来 了 了。 这 样 一 来 ， 按 照 上 述 尺 规 
作 图 的 准则 ， 便 证 明了 正 17 边 形 作 图 的 可 能 性 ( 欲 知 其 说， 请 
参考 附录 三 ) 。 

近代 还 有 个 德国 人 不 厌 其 烦 地 把 分 圆 方程 Z”=1 用 根 式 他 
细 地 解 了 出 来 ， 从 而 还 用 巨 幅 纸张 具体 地 作出 了 -- 个 正 257 这 

一 24 一 


形 。 这 从 理论 上 看 当然 没有 什么 意义 了 。 

如 上 所 述 ， 高 斯 青年 时 代 的 第 一 个 功绩 就 在 于 从 理论 上 解决 
了 历史 上 遗留 下 来 的 “等 分 圆周 问题 >。 他 当时 之 所 以 能 解决 这 一 
问题 ， 就 是 因为 他 善于 从 简单 特殊 的 具体 例子 中 ， 利 用 归纳 法 焉 
见 到 进一步 的 带 有 一 般 性 质 的 结论 。 但 是 如 果 他 缺乏 必要 的 数论 
知识 、 解 析 几 何 知 识 和 精练 的 代数 计算 技巧 ， 那 么 他 也 是 不 会 顺 
利 地 用 根 式 解 出 方程 2" 二 1 的 ! 

下 面 我 们 再 来 谈 一 点 联想 式 的 类 比 推理 法 。 我 们 知道 ， 在 近 
代 科 技 发 明 中 ， 类 比 推理 原则 用 得 非常 成 功 。 例 如 “近代 仿生 
学 ”就 是 建立 在 类 比 推理 的 原则 上 。 仿 生 学 是 用 “生物 机 制作 
类 比 。 例 如 ， 见 型 燕子 的 飞翔 ， 就 使 人 们 想到 设计 滑翔 机 和 飞 
机 ， 看 到 鱼 的 肖 沉 想到 设计 潜水 艇 ， 看 到 遇 寻 的 钻 洞 想到 制造 挖 
士 机 ， 观察 到 蚕 的 吐 丝 就 全 人 发 明了 人 造 丝 工程 。 当 然 这 些 都 是 
工程 科学 上 的 大 发 明 。 

至 于 在 数学 中 ,根据 类 比 联想 的 方式 去 解决 问题 和 发 现 真理 ， 
更 是 到 处 遇见 ， 不 足 为 奇 的 事情 。--- 般 说 来 ， 这 种 思想 方法 往往 
包括 “类 比 一 联想 一 预见 ”三 个 步 又。 这 里 举 一 简单 例子 。 

例 4 ”一 个 重要 不 等 式 :下 面 我 们 写 出 的 任意 数量 x，y，z， 
等 假定 均 不 为 负 。 首 先 ， 从 简单 的 不 等 式 开始 ， 

xX? 十 y? 一 2Xy 二 (Xx 一 y)?: 汪 0 


立即 可 得 于 (x 十 办) >xy， 由 此 产生 类 比 联 想 ， 考 虑 是 否 会 有 


地 (x! 十 ys 二 24) 之 xyz(?) 因而 需要 考查 是 否 会 有 

XxX? 十 ys 十 23 一 3Xy2z 守 0 (?) 
鉴于 上 式 左 端 是 个 “循环 对 称 式 ”， 我 们 尝试 作 一 下 分 解 ， 果 然 
成 功 ， 
Xs 十 3 十 2 一 3Xy2 一 (X 十 十 2)(X2 十 多 十 2 一 %y 一 yz 一 2X) 一 
序 (x% 十 2 十 2 C(x—y) 十 (3 一 2) 十 (2 一 X) 2 之 0 


误 (xs 十 2 十 29) xyz, 
由 此 再 进一步 通过 类 比 及 推广 ， 我 们 便 想 到 一 般 不 等 式 ， 


1 ~ 
十 十 十 Xa) XX Xn 


其 中 各 Xs (i=1,.., 1) 名 为 正 数 ， 记 A =X1, A, =x2,. > 
4.=x?， 则 得 


一 (4 二 A， 十 十 A,) =(A,A, A)" 


这 就 是 算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 的 基本 不 等 式 。 

这 个 重要 不 等 式 并 不 明显 ， 但 它 却 可 以 从 一 个 极 简单 、 极 平 
凡 、 极 容易 的 例子 出 发 ， 通 过 类 比 、 联 想 、 推 广 〈 预 见 ) 等 步骤 
逐步 发 现 出 来 。 

一 般 说 来 ， 类 比 、 联 想 和 归纳 等 方法 往往 是 交互 为 用 的 。 其 
基本 规律 就 是 “从 特殊 到 一 般 ， 从 个 别 到 整体 ”。 例 如 ， 就 欧 拉 
的 “ 面 、 顶 、 楼 公式 ”来 说 ， 我 们 所 举 出 的 例子 都 是 特殊 的 、 个 
别 的 ， 但 一 旦 发 现 了 普 公 遍 式 ， 那 就 概括 了 一 切 可 能 情形 ， 从 而 
具有 整体 性 和 一 般 性 。 - 

从 特殊 到 一 般 ， 必 然 带 有 从 具体 到 摘 象 的 特点 。 例 如 从 具体 
的 nn 二 1，n 二 2，# 二 3 等 过 渡 到 一 般 的 任意 的 自然 数 ， 就 达到 了 
抽象 的 理性 认识 的 阶段 ， 这 是 思想 过 程 中 的 《飞跃 ”。 我 们 使 用 
“经 验 归 纳 法 ”或 是 “类 比 联 想法 ”， 最 后 都 需要 这 种 《 飞 
跃 ”， 否 则 便 不 可 能 获得 数学 真理 ， 即 一 般 性 定理 或 公式 。 

如 上 所 述 ， 我 们 所 介绍 的 归纳 法 与 类 比 法 主要 是 一 项 发 现 数 
学 真理 〈 定 理 及 公式 ) 的 有 效 手 段 。 一 般 说 来 ， 如 果 猜 到 了 或 发 
现 了 一 个 涉及 自然 数 n 的 命题 之 后 ， 那 么 还 必须 利用 数 学 归纳 
法 或 别 种 论证 法 去 证 明 它 。 所 以 现代 的 数学 工作 者 ， 在 从 事 创 造 


性 的 科研 活动 中 。 惯 常 是 采取 如 下 的 途径 和 步骤 


只 具体 问 | 实验 一 由 一 省、 |- 
题 具体 索 ， DE 


导出 发 |、 类 化 一 联想 一 预见 


我 们 所 举 的 例 1、 例 2、 例 3、 例 4 都 可 利用 数学 4 归纳 法 
给 出 严格 证 明 。 当 然 例 1 特别 简单 ， 例 2 略 较 麻 烦 (可 以 对 顶点 
个 数 2 施用 数学 归纳 法 ) ， 例 3 最 为 困难 (还 需要 借 助 于 数论 
知识 ) 。 至 于 例 4 则 可 借助 于 下 列 不 等 式 
站 1—1, (A>0) 
全 出 数学 归纳 法 证 明 。 这 是 一 个 有 趣味 的 习题 ， 建 议 感 兴趣 的 读 
者 者 站 己 去 找 出 它 的 证 胃 
后 ， 我 们 再 举 一 个 在 数学 史上 很 有 启发 性 的 例子 。 这 个 例 
子 在 波 利 亚 所 著 《 数 学 中 的 归纳 法 与 类 比 法 》 一 书 中 曾 作 过 详细 
的 介绍 。 
例 5 一 个 级 数 求 和 问题 ， 数学 家 伯 努 利 佛 经 求 得 不 少 无 穷 
级 数 的 和 。 但 他 对 自然 数 倒 数 平方 的 级 数 和 


{ ! 1 1 1 
1 二 -一 十- 站 -，,。 
TT Tg te t+ tae' 


齐 无 法 求 出 来 。 当 时 他 鲁 公 开征 求 过 这 --- 求 和 问题 的 解答 。 可 是 
直到 十 八 世纪 上 半期 ， 才 由 欧 拉 解答 出 来 。 欧 拉 通 过 一 种 巧妙 的 
类 比 推理 方法 发 现 


,1 1 ,1 1 开 
1 十 一 十 35 十 1412 十 5 +t 。 


欧 拉 发 现 这 个 结果 后 ， 当 时 未 能 给 出 严格 证 明 ， 不 免 有 些 放 
艇 。 于 是 他 对 上 述 等 式 两 边 还 做 了 数值 计算 ， 算 芭 七 位 数字 都 一 
至， 即 得 出 等 式 两 边 的 数 估 都 等 于 1.644934…。 这 才 使 得 欧 拉 
确信 他 所 发 现 的 级 数 和 2:/6 是 正确 无 误 的 。 当 然 ， 现 今 的 微 积 
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分 学 中 已 有 各 种 方法 可 以 证 明 上 述 结果 。 
我 们 来 看 看 欧 拉 当初 是 怎样 发 现 上 述 结果 的 。 首 先 ， 欧 拉 熟 
知 多 项 式 因 式 分 解 定理 ， 假设 al，c，…，an 是 4 次 代数 方程 
ao 十 aiR 十 asxX2 + +a,Xx"=0 (go0) 
的 4 个 不 等 于 零 的 根 ， 则 多 项 式 可 析 成 因 式 乘积 


》 :a1 (1 
OX 00ll Ql Qs Cn 凡 
Ky 


类 似 地 ， 对 于 只 合 偶 次 项 的 2n 次 方程 
6 一 bx2 十 bax4 一 人 十 (一 1)"b"xsn 一 0， (b,0) 


假设 有 2n 个 互 不 相同 的 根 
B,, —Bi, B,, —B,,……, B», —B;, 
则 得 bo 一 Dix? 十 Dox 一 … 十 (一 1)"0"x*" 


“一生 儿 - 备 )-( 一 襄 ) 
由 此 把 乘积 展开 出 来 ， 便 知 x* 项 的 系数 为 


1 I 1 
bho( 剖 + 了 +…+ 硬 ) 
网 拉 考 虑 三 角 方程 sinx 一 0， 也 就 是 方程 


X xX? Xs xX? _ 
Li i234 123.d4.567 tO, 

让 和 于 人 守成 荐 “无 恨 次 方程 ”加 然 它 有 无 穷 多 个 相 并 根 ， 寻 
0，T， 一 T 2T， 一 2f，3T， 一 3T)… ， 


从 方程 左 端 约 去 因子 x*， 即 去 掉 0 根 。 此 时 方程 可 改写 为 如 下 形 
式 


Sinx _ %2 Xs x 
x lar tor t7I 


这 个 方程 有 想 异 根 


士 T， 十 2， 十 3T，… 
欧 拉 于 是 采取 了 一 个 大 胆 步 又 ， 即 仿照 上 述 2% 次 多 项 式 分 解 成 
因 式 乘积 的 形式 ， 把 这 平 出 现 的 所 谓 “ 无 限 次 多 项 式 ” 分 解 成 因 
式 乘积 形式 ， 


Xx? x xX? \ 
=(1- 元 )G dz? )G gr: jak 


这 祥 一 来 ， 再 把 右边 的 乘积 展开 出 来 ， 便 可 发 现 x” 项 的 系数 丰 


1 ] 1 1 


| 1 上 | 
Br fir Ton + 16rr + 
也 就 是 
zx? 1 1 1 1 
6 1 to Ta + t+ 9 
这 样 ， 欧 拉 便 完成 了 一 项 非常 有 趣 的 发 现 。 


我 们 看 到 ， 上 述 的 类 比 推理 中 ， 包 含 着 从 “有 限 ” 过 渡 到 “ 
无 限 ” 的 过 程 。 因 为 “无 限 ” 与 “有限” 具有 本 质 的 差别 ， 所 以 
一 般 说 来 ， 简 单 的 类 比 往往 会 导致 雇 误 。 (这 方面 的 例子 举 不 胜 
举 ) 。 但 是 上 述 欧 拉 的 类 比 法 却 得 出 了 正确 结果 。 究 其 原因 ， 是 
对 收敛 ”的 。 这 在 近代 数学 分 析 中 可 以 得 到 严格 的 证 明 。 这 旦 不 
细 说 了 。 


$3 抽象 分 析 法 和 倒 推 分 析 法 


什么 叫 “ 抽 象 分 析 法 ”? 我 们 最 好 从 一 个 人 人 喜欢 引用 的 全 
子 来 说 明 问 题 。 这 就 是 十 八 世 纪 出 现在 东 普 鲁 士 哥 尼 斯 堡 


(Koenigsberg) 的 所 谓 “ 七 桥 问题 ”， 也 就 是 我 们 下 面 例 1 妥 
谈论 的 问题 。 

例 1 七 桥 问题 ， 哥 尼斯 堡 地 方 有 一 条 布 勒 尔 河 。 这 条 河 两 
个 支流 ， 在 城中 心 汇合 成 大 河 。 中 间 是 岛 区 。 河 上 有 七 座 桥 如 图 


4 所 示 。 
eve 2- 一 


可 尼斯 堡 的 大 学 生 傍晚 散步 时 ， 总 想 一 次 走 过 七 座 桥 ， 测 每 
窗 桥 只 准 走 一 遍 。 可 是 试 来 试 去 总 是 办 不 到 。 于 是 便 写 信 给 著名 
的 数学 家 欧 拉 。 欧 拉 想 了 几 天 ， 彻 底 解决 了 这 个 问题 ， 回 了 信 ， 
使 大 学 生 们 大 为 满意 。 这 是 1735 年 发 生 的 故事 。 现 在 我 们 来 看 
看 欧 拉 当年 是 怎样 解决 这 个 问题 的 。 

首先 欧 拉 看 和 通 了 这 个 问题， 他 想 ， 既 然 岛 与 半岛 无 非 是 
桥梁 的 连接 地 点 ， 两岸 陆地 也 是 桥 梁 通 往 的 地 点 ， 那 末 就 不 妨 
把 这 四 处 地 点 缩小 成 四 个 点 ， 并 把 七 座 桥 内 示 成 七 条 线 ， 这 样 当 
然 并 不 改变 问题 的 实质 。 于 是 ， 人 们 步行 走 过 这 些 地 点 和 七 座 桥 
时 ， 就 相当 于 用 笔画 出 如 下 的 图 形 ( 见 图 

) 。 图 中 的 四 个 交点 代表 四 个 地 点 ， 七 

条 线 代 表 七 座 桥 。 

因此 ， 一 次 无 重复 地 走 过 七 座 桥 的 问 
题 ， 就 转化 为 一 笔画 出 上 述 图 形 的 问题 。 

欧 拉 对 原来 的 七 桥 问题 ， 经 过 分 析 ， 
抓 住 实 质 ， 把 它 抽 象 化 为 “一 笔画 问 
题 ”。 这 方法 就 叫做 “抽象 分 析 法 ” 殉 5 
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(这 里 欧 拉 把 岛 和 陆地 扩 象 成 为 点 ， 把 恬 抽 象 成 为 线 ， 这 样 才 简 
化 成 为 一 个 “一 笔画 问题 ”) 。 

接着 ， 欧 拉 又 考虑 了 “一 笔画 ”的 结构 特征 。 一 -笔画 有 一 个 
起 点 和 终点 ， 起 点 和 终点 重合 者 称 为 封闭 图 形 ， 否 则 便 称 为 开放 
图 形 。 

除 起 点 与 终点 外 ， 一 笔画 中 间 可 能 出 现 一 些 曲 线 的 交点 。 在 
这 些 交 点 处 曲线 一 进 一 出 ， 因 此 通过 的 曲线 总 是 偶数 条 ， 这 些 交 
点 就 称 为 “ 偶 点 2” 。 由 此 看 来 ， 只 有 起 点 和 终点 处 通过 的 曲线 可 
能 是 奇数 条 。 此 时 起 点 与 终点 可 称 为 “ 奇 点 ”。 特 别 当 起 点 与 终 
点 重合 时 ， 则 便 成 为 一 个 偶 点 ， 或 者 成 为 一 个 一 般 点 ， 当 然 不 能 
再 是 奇 点 。 

正 是 经 过 上 述 分 析 ， 僻 欧 拉 看 出 ， 任 何 一 个 一 笔画 ， 要 人 么 没 
有 “ 奇 点 ”， 要 么 有 两 个 “ 奇 点 ”。 现 在 ， 七 桥 问 题 所 对 应 的 图 
形 中 ， 四 个 点 都 是 奇 点 ， 因 此 它 超 出 一 笔画 的 范围 ， 不 能 由 一 笔 
画 成 。 

这 样 ， 欧 拉 不 但 彻底 解决 了 七 桥 问 题 ， 而 且 还 发 现 了 如 上 所 
述 的 有 趣 定理 。 我 们 知道 ， 欧 拉 的 这 项 研究 ， 被 公认 为 是 近代 “《 
线路 拓扑 学 ”的 先驱 工作 ， 所 以 决 不 可 简单 地 把 它 看 作 是 一 个 无 
意义 的 数学 游戏 问题 。 

下 在 我 们 再 举 一 个 与 “图 论 ” 有 关 的 有 趣 例子 。 

例 2 ”六 人 集会 问题 ， 试 证 明 任 何 六 个 人 的 集会 中 ， 总 是 有 
三 个 人 彼此 相识 ， 或 者 彼此 不 相识 。 

这 是 《美国 数学 月 刊 》 (Amer。Math。XMonthly) 1958 年 
6 月 号 上 刊载 的 一 个 较 古 老 的 数学 游戏 问题 。 关 于 它 的 推广 售 引 
出 近代 “组 合 数学 ”中 一 条 极为 深刻 而 有 用 的 定理 ， 所 谓 拉 姆 塞 
定理 。 注意; 如果 例 2 中 的 人 数 改 为 五 人 ， 则 所 述 结论 即 未 必 
成 立 ， 请 聪明 的 读者 自 找 -- 例 ) 

我 们 可 以 把 编号 为 1，2，3，4，5，6 的 六 个 人 用 平面 上 六 
个 点 来 表示 。 每 两 个 相识 者 之 间 用 “ 实 线 ” 联 结 ， 不 相识 者 之 间 ， 
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用 “虚线 ”联结 。 为 了 使 联 线 不 发 生 重 至 ， 可 设 平 而 上 六 点 〈 也 
以 1，2，3，4，5，6 标记 ) 中 没有 三 点 共 一 直线 。 这 样 ， 把 每 
- 
两 点 部 用 直线 〈 实 线 或 虚线 )》 联结 起 来 后 ， 就 一共 有 Ct 一 
==15 条 直线 。 于 是 原来 的 问题 便 转化 为 一 个 “图 论 问题 ”: 要 
证 明 在 上 述 的 15 条 直线 中 (不 管 实 线 与 虚线 各 有 多 少 条 ) ， 一 
定 有 某 三 条 实 线 或 者 某 三 条 虚线 联 成 一 个 三 角形 。 换 句 话说 ， 须 
求证 总 存在 一 个 实 线 作成 的 三 角形 或 者 虚线 作成 的 三 角形 《简称 
“ 实 人 形 ”或 “ 虚 A 形 ”) 。 
显然 ， 把 原来 问题 转化 为 图 论 问题 的 这 一 步 双 ， 就 已 经 用 到 
了 抽象 分 析 思 维 。 现 在 再 来 分 析 图 线 结构 的 各 种 可 能 性 〈 参 看 图 
67) 。 


内 6 


如 图 6 所 示 、 点 和 其 它 五 个 点 的 联 线 可 以 是 “一 条 虚线 四 条 
实 线 ”; “两 条 虚线 三 条 实 线 ”; “二 条 虚线 1 | 条 实 线 ”; “四 


条 [ 量 线 一 条 实 线 ”。 但 对 于 4 二 虚 三 实 ” 与 4 一 者 二 实 ” 以 及 人 
一 虚 四 实 ” 与 “四 虑 一 实 ” 的 分 析 方式 是 一 模 一 样 的 ， 所 以 只 须 
分 前 两 种 情形 就 够 了 。 (至 于 五 条 全 是 实 线 或 者 全 是 虚线 的 情形， 
读者 不 难 自 行 立即 验证 ) 

于 “一 虚 四 实 ” 的 情形 中 ， 在 3，4; .4，5; 5，6 间 不 妨 都 
五 虚线 ， 和 否则 实 人 形 便 立 即 出 现 。 但 都 画 上 虐 线 后 ，4，6 间 不 
论 画 什么 线 都 必然 会 出 现 一 个 实 入 形 或 虚 入 形 ， 所 以 这 时 结论 的 
成 立 是 显然 的 。 

同 理 ， 于 “二 虚 三 实 ” 的 情形 中 ， 如 图 6 中 2 图 所 示 ，4， 
两 点 间 不 论 用 哪 种 线 联结 ， 都 会 六 生 一 修 实 个 形 或 下 人 形 。 

因此 我 们 便 证 朋 了 一 条 简单 的 “图 仓 定理 ”:， 用 实 线 或 虚线 
了 二 二 的 人 两 之 二 则 里 少 攻 有 一 不 守 二 人 成 的 二 帮 肥 
一 个 虚线 作成 的 三 角形 。 只 人 须 对 这 条 定理 中 的 点 、 线 、 三 角形 加 
上 一 番 人 为 的 解释 ， 也 就 证 明了 例 2 中 的 断 语 。 

从 上 面 所 举 的 两 个 例子 ， 我 们 看 到 ， 所 谓 分 析 法 ， 就 是 通过 
分 析 ， 抓 住 问题 实质 ， 把 问题 转换 形式 〈 即 等 价 变形 ) ， 以 便 达 
到 化 难为 易 ， 化 繁 为 简 的 目的 。 遇 到 较 复 杂 的 情况 ， 还 需要 把 已 “ 

经 转换 后 的 问题 ， 进 行 分 解 〈 即 分 解 成 各 个 组 成 部 分 或 者 分 解 为 
若干 可 能 情形 ) ， 然 后 各 个 击破 ， 以 使 间 题 获得 全 部 解决 。 

还 有 一 种 常用 的 分 析 法 ， 吕 做 《“ 倒 推 分 析 法 ”。 有 时 我 们 碰 
到 一 个 问题 ， 不 知 从 何 下 手 。 那 末 就 看 一 看 ， 它 所 要 求 得 到 的 “ 
结论 ”是 什么 ? 问题 就 变 为 如 何 达 到 这 个 “结论 ”。 但 困难 往往 
是 不 知道 从 哪里 起 步 

这 时 最 好 的 办 法 ， 就 是 从 “结论 ”目的 地 ) 出 发 ， 也 即 把 
“结论 ” 当 作 已 知 “条件 ”， 一 步 步 往 回 探索 。 这 样 就 会 摸 清楚 
通 向 “结论 ”的 道路 ， 自 然 也 就 会 找到 这 条 路 子 起 步 的 地 方 。 然 
后 再 一 步 步 返 回 结论。 这 吉方 法 就 称 为 “全 扒 析 法 ”。 事 实 
上 ， 数 学 上 的 许多 定理 和 人 公式， 都 是 可 以 采用 倒 推 分 析 法 去 重新 
发 现 它们 的 证 明 方 法 或 推导 过 程 的 。 


i 


下 面 我 们 借用 波 利 亚 《 数 学 发 现 》 (英文 版 ) 一 书 里 的 一 个 
简单 的 典型 例子 来 说 明 这 种 分 析 方 法 。 

例 3 一 个 尺 规 作 图 题 ， 试问 如 何在 一 个 三 角形 4BC 的 
AC 和 BC 两 边 上 分 别 取 一 点 革 和 了 使 得 AX=BY=XY? 


四 了 


我 们 一 开始 不 知道 如 何 确定 对 和 了 的 位 置 ， 就 只 好 采用 
合 推 分 析 法 。 如 图 7 所 未 ， 假 定 XX 和 了 已 经 找到 了 ， 于 是 可 
以 一 步 步 往 回 探索 。 既 然 XY 和 AX 是 等 长 线段 ， 它 们 就 可 
以 作为 平行 四 边 形 的 相 邻 二 油 。 这 样 ， 可 作 平 行 于 和 4 的 线段 
YZ=XA 于 是 只 要 2 点 能 作出 ， 则 YY 入 的 位 置 即 可 随手 
定 出 。 往 下 须 考 虑 如 何 确定 Z。 因 为 了 Z = 了 B， 所 以 AZBZ 是 
个 等 腰 三 角形 ， 故 由 相似 形 性 质 立 知 Z 必定 位 于 等 腰 三 角形 
CBD 的 底 边 BD 上 ， 当 然 DD 是 立即 可 以 作出 的 。 问 题 又 变 为 
如 何在 BD 上 求 得 2Z。 

不 妨 再 在 YB 上任 取 一 点 Y 、 并 作 平 行 于 了 2 的 线段 
了 'Z'。 鉴于 Z4=YZ， 我 们 联想 到 也 可 以 作 Z’A 使 得 2’ 4 


第 一 步 ， 在 CA 上 作出 一 点 D 使 得 CD=CB， 从 而 联结 
了 B， 呈 得 BD。 第 二 步 , 在 CB 上 任 取 了,， 作 YY'2’11C4， 
并 作 ZA’ =Y'2Z'。 第 三 步 ， 自 4 作 4Z//A’2Z'。 于 是 定 出 
Z。 第 四 步 ， 自 Z 作 ZY//A4C，， 从 而 定 出 FY。 再 作 YX//2Z4 
从 而 又 定 出 下 .因此 半 和 了 终于 都 找到 了 。 


一 般 说 来 ， 凡 是 三 角 恒 等 式 或 代数 恒等式 都 可 以 采用 多 推 
析 法 规 以 验证 。 这 方面 的 例子 举 不 胜 举 ， 此 处 一 概 从 小 本。 


$ 4 尝试 法 或 试探 法 


在 几何 证 题 中 ， 常 常 需要 作 些 “补助 线 ”。 如 浴 补 助 线 作 对 
了 了， 问题 即 可 迎刃而解 。 但 正确 有 用 的 补助 线 有 时 并 不 是 立刻 就 
能 找到 的 。 这 样 ， 就 需要 左 试 右 试 ， 从 失败 与 成 功 中 去 发 现 正确 
人 例如 ， 在 83 的 
例 3 电 ， 我 们 作 了 2 与 ZA 使 构成 一 个 平行 四 边 形 ， 这 一 重要 
上 有 就 “尝试 法 ”的 性 质 〈 这 一 尝试 步骤 果然 使 我 们 探 明 了 
确定 Y，X 两 点 的 具体 路 子 ) 。 

从 16 世纪 的 数学 史 看 来 ， 人 们 曾 花 费 过 大 量 时 间 去 探索 了 
三 次 代数 方程 的 根 式 解法 。 个 们 时 全 家属 稼 有 的 二 天 
各 种 类 型 的 三 次 方程 ， 结 果 终 于 找到 了 三 次 方程 的 普遍 解法 。 

就 是 古典 代数 教 本 上 经 常 介绍 的 “ 卡 当 一 塔 塔 里 亚 这 
方法 ”等 。 下 面 我 们 专 来 介绍 韦 达 是 怎样 通过 “试探 法 ”来 导出 
三 次 方程 的 求解 公式 的 。 

首先 ， 韦 达 熟 知 二 次 方程 x 二 ex 一 解法 过 程 中 的 配方 

法 。 配 方法 的 目的 在 于 通过 变换 吸收 掉 一 次 项 bx。 为 此 ， 信 


。 
XX 十 了 也， 则 得 


AN 2 
由 此 ， -We+(2) ，x=W e+( 了 ) -2. 
到 理 ， 尖 于 一 般 三 次 方程 
Y3 十 bx2 十 cx 一 cd， 


书 达 由 类比 法 想到 可 令 y 一 x 十 急 去 吸收 掉 二 次 项 bx*。 确 


令 x= > 一 了 代入 后 ， 则 原 方程 可 约 化 为 较 简单 的 形式 


多 十 by 十 9 一 0 
其 中 常数 如， 9 可 由 6，c，d 等 具体 表示 出 来 。 
到 此 ， 才 碰 到 了 真正 的 困难 ， 如 何 求解 上 列 约 化 后 的 三 
程 ? 正 是 这 个 方程 困扰 了 16 世纪 的 不 少 人 ， 因 为 它 无 法 被 


于 是 韦 达 的 办 法 就 是 采用 试 控 法， 姑且 命 
y=2—k, 即 >z 一 十 R。 
试 以 此 代入 上 述 约 化 方程 ， 看 看 能 进一步 简化 成 什么 样 
k 是 个 待定 数 ， 和 暂且 不 管 它 取 什 么 值 ， 这 样 ， 由 直接 演 
(2 一 3Rz2 十 3R22 一 R2) 十 力 z 一 力 R 十 g 一 0。 
注意 到 比例 3kz?: pz 二 3k?z:pR 二 3kRz:p， 所 以 不 妨 将 上 式 
成 如 下 形式 ; 
23—(3kz—p)2+(3kz—p)k+ (gq—Rk’)=0 
这 样 一 来 ， 便 使 韦 达 发 现 ， 为 进一步 简化 方程 形式 ， 应 该 对 
这 样 的 选择 ， 使 得 
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子 
算 可 
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3kz—p=0, 亦 即 仿 = 
由 比 原 约 化 方程 亿 进 一 步 简化 为 
3 
z°—( 4 ) Ze 


这 就 好 办 了 。 只 须 令 =Zs， 表 用 六 乘 方程 的 两 这 ， 滥 
即 得 到 一 个 二 次 方程 


AS 
头 多 


次 方 
配 成 


中 


其 
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三 征 二 
力 写 


R 作 


就 立 


我 们 知道 开 立 方 有 三 个 相 异 根 ， 特 别名 工 的 三 个 立方 根 是 1， 


oo 一 GTW3D,o* = 一 上 (1 一 V3i)， 因 此 如 上 得 出 的 


有 六 个 值 《它们 可 以 从 已 经 算出 的 一 个 Z， 分 别 再 乘 以 1，o， 
已 ”而 得 到 ) 。 
可 以 验 明 这 六 个 俩 代入 
~ bho»_{b\,-i 
y=2—hkh=2z 的 和 


后 实际 只 得 到 的 三 个 相 描 值 。 因 此 按 上 述 公式 便 求 得 了 原 约 化 方 
程 的 全 部 根 。 

从 上 述 韦 达 使 用 的 方法 看 来 ， 在 试探 性 的 代 换 步骤 中 引进 待 
定常 数 & 这 件 事 很 重要 ， 办 为 它 能 帮助 人 们 最 后 适当 选择 R 以 
达到 进一步 简化 方程 的 目的 。 韦 达 处 理 四 次 方程 的 求解 问题 时 ， 
仍然 采用 这 种 方法 。 

事实 上 ， 在 近代 一 些 数学 问题 的 分 析 研 究 中 ， 引 进 “ 待 定 党 
数 ” 或 参数 ， 是 -项 常 四 的 有 效 手段 。 因 为 引进 的 待定 常数 起 着 
“ 参 变数 ”的 作用 ， 它 使 得 问题 的 表现 形式 及 解 的 结构 都 处 于 可 
变 《 即 可 调整 》 的 状态 中 ， 因 此 ， 最 后 按 要 求 适当 选取 参数 值 ， 
合 往 往 能 达到 简化 问题 和 简化 求解 过 程 的 目的 。 


$5 一 般 解 题 方 法 
30 多 年 前 ， 美 国 斯 坦 福 大 学 名 誉 教授 波 利 亚 曾 出 版 这 《 怎 


样 解 题 》 一 首 。 该 书 问 世 后 曾 受 到 国内 外 数学 教 师 们 的 普遍 欢 
迎 ， 并 曾 一 度 译 成 中 文 出 版 过 。 

《怎样 解 题 》 这 本 书 的 特点 是 题材 浅显 ， 说 理 清 楚 ， 而 且 内 
容 很 富 于 启发 性 。 

按照 波 利 亚 的 观点 (其 实 那 也 是 一 般 数学 工作 者 常 有 的 共同 
经 验 ) ， 解决 数学 问题 时 ， 大 到 需要 采用 这 样 几 个 步骤， 第 一 
光 ， 折 给 家 的 站 天 正二 分类。 也 就是 可 人 定 问题 的 类 型 。 事 实 
上 上， 正确 区 分 和 判定 问题 的 类型 ， 总 未 了 解答 案 ) 六 解法 
的 类 型 。 一 般 说 来 ， 学 问题 可 分 为 两 大 类，“ 半 是 忆 扩 未 和 
者 ， 属 于 “求解 ”问题 ，-- 类 是 要 求 判定 某 个 结论 ， 属 于 “证 
明 ” 问 题 。 求 解 间 题 中 还 可 以 细 分 为 几 小 类 。 例 如 有 的 是 寻求 -一 
个 “答案 ” (或 是 数量 ， 或 是 图 形 。 或 是 某 个 结论 ,…)， 有 的 是 
寻求 一 个 方法 《比如 要 投 一 个 全 一 一 定 条 件 的 计算 程序 或 作 图 方 
法 等 等 ) 。“ 证 明 ” 问 题 由 也 可 细 分 为 几 种 ， 一 种 是 要 求证 明 某 
此 放量 疝 罗 关 素 (如 等 式 关 系 、 不 等 式 关 系 等 等 ) ; 还 有 一 -种 是 
要 证 明 某 些 性 质 或 某 种 属性 〈 如 求证 /也 与 为 无 理 数 ， 求 证 
三 分 角 问 题 尺 规 作 图 的 不 可 能 性 等 等 ) 

第 二 步 ， 对 问题 正确 理解 。 这 需要 抓 住 问题 的 主 要 组 成 部 

。 一 般 说 来 ， 很 多 问题 往往 包括 三 个 主要 部 分 :一 是 “未 知 
元 ”， 一 是 4 家 件 ”， 三 是 “已 知 数据 ”。 举 例 来 说 ， 如 果 要 解 
一 个 二 次 方程 ax* 十 bx Tc 一 0 则 a,6,c 三 者 便 是 给 定 的 数据 ， 
x 是 未 知 元 ， 而 等 式 关系 本 身 就 是 问题 中 的 条 件 。 有 的 问题 里 也 
可 以 不 出 现 数据 部 分 。 例 如 ， 要 求 找 出 圆 内 接 正 方形 面积 和 圆 面 
积 之 比 ， 则 比值 就 是 “未 知 元 ”， 正 方形 内 接 于 圆 便 是 个 “条 
件 ”， 但 并 无 “数据 ”存在 。 
正确 理解 问题 很 重要 ， 把 问题 从 解 透彻 了 ， 也 就 把 问题 的 实 
质 看 :条 了 ， 这 样 实际 上 也 就 把 问题 解决 了 一 大 半 。 例 如 欧 拉 解 决 
“七 诉 问 题 ” 时 ， 就 是 因为 他 把 问题 看 透 了 ， 所 以 也 就 迎刃而解 
了 。 


3 


理解 问题 就 是 要 正确 地 抓 住 问题 的 各 个 主要 部 分 。 要 正确 地 
理解 “条 件 ”》 和 “数据 ”的 作用 ， 并 进而 看 出 条 件 、 数 据 和 未 知 
元 之 闻 的 关系 ， 这 样 也 就 在 正确 理解 问题 的 基础 上 ， 能 预见 到 解 
决 问 题 的 正确 途径 或 可 能 道路 。 

第 三 步 ， 设 想 并 实现 解 题 方 案 及 步骤 。 在 正确 理解 问题 的 基 
础 上 ， 就 能 较 顺 利 地 提出 〈 设 计 ) 并 实现 解 题 的 方案 与 步骤 了 。 
这 了 时候， 我 们 在 前 面 (8 2，8$3，84) 几 节 中 介绍 过 的 所 谓 
“归纳 法 ”、“ 类 比 法 ”、“ 分 析 法 ”、“ 试 探 法 ”等 就 有 机 会 
用 上 了 。 但 应 该 针对 不 同 的 具体 问题 ， 采 用 不 同 的 具体 方法 去 处 
理 和 解决 。 如 果 不 考虑 具体 情况 ， 只 管 把 一 些 方法 照搬 硬 套 ， 那 
当然 是 不 能 解决 问题 的 。 

一 般 说 来 ， 设 想 或 提出 解 题 方 案 前 ， 常 常 要 先 对 问题 进行 尽 
可 能 的 简化 、 转 化 和 分 解 ， 以 便 达 到 化 难为 易 、 化 繁 为 简 的 目 
的 。 在 设计 解 题 方案 时 ， 往 往 需 要 采取 类 比 、 联 想 以 至 创造 性 的 
想象 等 思想 方法 。 有 时 甚至 还 需要 回忆 成 功 和 失败 的 经 验 ， 以 资 
借鉴 。 : 

在 实施 解 题 方 案 时 ， 有 时 还 不 免 要 修正 可 能 出 现 的 错误 ， 这 
时 候 “尝试 成 功 法 ”或 “试探 法 ”往往 会 帮助 人 们 去 达到 目标 。 

第 四 步 ， 检 验 所 得 结果 。 这 一 步 就 是 要 把 问题 解决 的 最 终结 
果 重 新 验证 一 遍 ， 看 看 是 否 完 全 合乎 问题 的 要 求 。 

浴 上 所 谈 的 ， 只 是 一 些 原则 性 的 解 题 步骤 。 这 些 步骤 无 论 是 
处 理 一 个 大 型 的 数学 问题 或 较 小 难度 的 数学 习题 ， 其 实 都 是 实用 
的 。 不 过 碰 到 县 休 问 题 时 ， 还 需要 根据 问题 的 性 质 可 难 易 程度 ， 
相机 行事 ， 不 能 步 步 照 搬 。 比 如 ， 遇 到 类 型 十 分 明显 的 问题 ， 以 
及 得 出 的 问题 结论 已 无 可 置疑 了 ， 那 就 不 必 再 要 有 第 一 第 四 琴 个 
步骤 了 。 


附录 一 : 实验 归纳 法 失败 之 例 
归纳 法 与 类 比 法 固然 是 发 现 数学 真 埋 的 手段 ， 但 毕 况 不 是 确 


立 和 证 明 数 学 命题 的 方法 。 对 于 数学 工作 者 来 说 ， 既 要 正确 地 大 

胆 地 使 用 实验 归纳 法 去 发 现 新 事实 、 新 定理 ， 但 又 必须 十 分 小 

心 ， 不 要 只 满足 于 “小 规模 ”的 实验 观察 ， 就 把 归纳 得 到 的 “ 结 

论 ” 轻 易 地 信以为真 ! 

历史 上 用 归纳 法 获得 成 功 的 著名 例子 ， 固 然 举 不 胜 举 ， 而 失 

败 的 例子 却 也 是 为 数 不 少 。 最 有 趣 的 是 “ 费 马 素数 猪 想 ”的 错 

误 。 费 马 是 对 古典 整数 论 作出 重要 贡献 的 杰出 的 “业余 数学 家 ”。 

可 以 说 ， 他 也 是 一 位 熟练 地 使 用 归纳 法 的 能 手 。 $ 2 中 提 到 的 费 
马 数 局,=22" 十 1 就 是 他 最 先 研究 的 。 通 过 观察 ， 他 发 现 
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is。 于 m=0，1，2，3，4 时 都 是 素数 。 于 是 他 便 大 胆 猪 想 “ 所 
有 F。 都 是 素数 ”。 可 是 事 隔 半 个 世纪 之 后 ， 善 于 计算 的 欧 拉 成 
功 地 把 FF。 分 解 为 两 个 因数 之 积 : 下 一 4294967297 一 641 xX 
6700417. 因 此 F。 就 不 是 一 个 素数 。 这 就 推翻 了 费 马 的 病 想 。 
由 此 看 来 ， 建 立 在 小 规模 实验 观察 基础 上 的 归纳 结论 ， 是 不 可 以 
轻信 的 。 除 非 加 上 旁证 或 进一步 推理 ， 才 可 以 作为 “科学 预见 ” 
接受 下 来 。 但 即使 这 样 ， 也 还 必须 给 出 严格 的 数学 证 明之 后 才能 
确立 为 定理 。 

在 近代 数学 文献 中 ， 特 别 是 在 大 量 出 版 的 现代 数学 期 刊 中 ， 
错误 的 定理 和 公式 也 是 屡见不鲜 的 。 有 的 定理 的 《证 肖 ”是 错 
的 ; 有 时 定理 本 身 结论 就 不 对 。 这 些 都 是 不 足 为 怪 的 现象 。 因 为 
任何 一 门 科学 ， 都 是 通过 “实践 一 认识 一 再 实践 一 再 认识 ”的 规 
律 来 发 展 的 ， 而 认识 过 程 中 就 不 可 避免 出 错误 ， 数 学 科学 当然 也 
不 能 例外 。 

数学 史 寺 把 高 斯 赞誉 为 天 才 ， 但 即使 是 这 样 一 个 数学 天 才 ， 
也 出 现 过 钳 误 。 他 曾 对 “素数 分 布 函数 ”x(x) 与 “对 数 积分 国 
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数 ”1i(x) 之 差 的 符号 问题 想 错 了 。 他 认为 两 者 之 差 总 是 定 号 ， 
即 总 是 x(x) <li(x)。 可 是 ， 又 是 时 隔 半 个 多 世纪 之 后 ， 英 国 数 
学 家 列 特 伍德 于 1914 年 竞 证 明 当 x 非常 大 之 后 ， 上 述 两 函数 
之 差 可 以 无 限 次 改变 符号 ， 从 而 否定 了 高 斯 猪 想 。[ 1 ] 

由 上 可 见 ， 搞 数学 工作 的 人 ， 既 要 重视 归纳 法 的 应 用 ， 又 不 
可 以 轻信 由 归纳 得 出 的 结论 ， 更 不 可 以 言 目 迷信 任何 “数学 天 
才 ” 的 什么 猜想 或 预言 。 


附录 二 : 元 何 三 大 难题 为 何不 可 解 


我 们 在 讨论 高 斯 “分 圆 问 题 ” 时 ， 已 经 谈 到 尺 规 作 图 的 一 条 
准则 ， 凡 是 由 有 理 数 经 过 有 限 多 次 十 、 一 、x、 二、wW ”等 五 
则 运算 得 出 的 数量 (以 线段 长 度 来 表示 这 种 数量 ) ， 都 可 以 用 尺 
规 作 图 法 作出 来 。 反 过 来 ， 还 可 以 进一步 证 明 ， 用 尺 规 能 作出 的 
数量 ， 也 仅 限 于 上 面 所 说 的 数量 。 

”事实 上 ， 如 大 家 所 知 ， 一 且 取 定 一 个 单位 长 庆 作 为 后 ， 数 轴 
上 背 ' 些 代表 有 理 数 的 坐标 点 ， 便 可 由 尺 规 作 出 。 如 果 考 虑 坐标 平 
面 (第 卡 儿 直角 坐标 系 ) ， 那 末 一 切 以 有 理 数 为 纵横 坐标 的 位 置 
点 便 都 可 由 尺 规 作出 。 这 些 点 可 称 为 “有 理 点 ” 。 用 直 尺 作 图 可 
以 联结 任意 两 个 《有理 点 ”， 当 然 也 可 以 借助 于 圆规 作出 各 个 有 
理 数 的 平方 根 ， 以 及 平方 根 的 平方 根 等 等 数量 。 于 是 ， 在 这 样 的 
坐标 平面 上 ， 我 们 使 用 直 尺 作出 的 直线 ， 使 用 圆规 作出 的 贺 周 ， 
它们 的 方程 式 无 非 是 如 下 的 形式 : . 

(1) ax+by+c=0, 
(2) (x—d)’*+(y—e)’:=r’, 
其 中 ,56，c，d，e, r 等 也 部 是 由 一 些 有 理 数 经 过 有 限 次 十 、 
一 、x、 二 、wW ”等 五 则 运算 得 出 的 数 信 。 
众所周知 ， 所 谓 “ 尺 规 作 图 法 ”， 无 非 是 利用 “直线 与 直线 


相交 ”、“ 直 线 与 圆周 相交 ”、“ 圆 与 圆 相交 ”截取 交点 (确定 
点 的 位 置 ) 的 基本 方式 来 进行 的 。 自 然 ， 这 些 交点 坐标 相应 地 是 
由 “两 个 一 次 联 立 方程 ”、“ 一 次 与 二 次 联 立 方程 ”、“ 两 个 二 
次 联 立 方程 ”的 代数 解法 来 确定 的 。 因 此 ， 所 能 得 出 的 数量 仍然 
没有 超出 我 们 在 第 一 段 里 所 界定 的 数量 范围。 

综 上 所 述 ， 我 们 便 可 断言 ， 尺 规 作 图 法 所 能 作出 的 数量 也 就 
是 限于 第 一 段 “ 准 则 ”中 所 说 的 数量 ， 超 出 这 个 范围 的 数量 ， 当 
然 尺 规 作 图 法 就 无 能 为 力 了 。 

现在 我 们 就 可 以 来 分 析 一 下 ， 几 何 三 大 作 图 难题 为 什么 不 能 
有 和 解 的 根本 原因 了 。 

大 家 知道 ， 几 何 三 大 难题 就 是 “ 圆 化 方 问题 ”、“ 倍 立方 间 
题 ” 和 “三 分 角 问 题 ”。 详 细 说 来 ， 这 些 问题 就 是 如 下 的 三 个 尺 
规 作 图 题 ， 

(1 ) 要 求 作 一 正方 形 ， 使 其 面积 等 于 单位 圆 的 面积 <。 也 
即 要 求 作出 长 为 V7 的 线段。 

(2 ) 要 求 作出 一 个 立方 体 ， 使 其 体积 等 于 原单 位 立方 休 体 
职 的 二 倍 。 也 就 是 要 求 作出 长 度 为 必 孔 的 线段 来 。 

( 3 ) 要 求 把 任意 角 进 行 三 等 分 。 
因为 德国 数学 家 林 德 曼 早 在 1882 年 就 证 明了 x 和 V7 都 是 超 
越 数 ， 它 们 是 不 能 用 有 理 数 运算 及 有 限 次 根 式 运算 表示 出 来 的 ; 
而 信子 也 超出 了 有 理 数 十 、 一 、x、=、w 的 运算 范围 所 
以 ， 无 论 是 VT 或 是 以 了 都 超出 了 尺 规 作 图 准则 中 所 说 的 数量 范 
图 。 因 此 ， 问 题 (1 ) 和 《2 ) 从 根本 上 说 来 ， 都 是 尺 规 作 图 法 
不 可 能 解 的 问题 。 

现在 我 们 再 来 看 一 看 ， 为 什么 任意 角 的 三 等 分 也 不 可 能 。 试 
回忆 高 斯 的 分 加 定理 ， 如 果 边 数 入 可 以 写成 如 下 形式 [ 注 2 ] 

N=2 pieps'" pn : 
其 中 p,，ps，…pn 都 是 各 不 相同 的 形 如 22* 十 1 的 素数 ， 则 “ 正 
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NV 边 形 ”就 可 以 用 尺 规 作 图 ， 也 即 可 用 尺 规 等 分 圆周 NV 份 。 
显然 上 述 定 理 只 是 给 出 了 保证 作 图 可 能 性 的 充分 条件 。 

从 数学 史上 我 们 知道 ，19 世纪 的 数学 家 温 泽 尔 早 在 1837 年 
就 证 明了 上 述 定理 中 的 条 件 的 必要 竹 ， 只 有 当 W 可 以 表 成 如 上 所 
述 的 形式 时 ， 才 可 能 用 尺 规 等 分 圆周 为 NN 份 。 

根据 高 斯 一 一 温 泽 尔 定理 ， 可 见 要 把 圆周 等 分 为 9 份 、18 份 
就 不 可 能 了 。 因 为 9=32，18 一 2X32， 这 些 数 显然 都 不 属于 上 
述 入 的 类 型 。 由 此 可 知 ，40” 角 与 20” 角 都 不 能 用 尺 规 作出 
来 。 换 名 话说 ，120” 角 与 60” 角 要 进行 三 等 分 就 已 经 不 可 能 ， 
更 不 用 说 任意 角 的 三 等 分 能 用 尺 规 作 图 了 。 

事实 上 60” 角 不 能 用 尺 规 三 等 分 ， 也 可 通过 三 .次 方程 的 根 
不 能 用 平方 根 表 示 的 道理 来 直接 说 明 。 于 熟知 的 三 角 恒 等 式 

COS3X 一 4cossX 一 3cCOSX 
中 置 x 一 20。 出 cos3x=~ cos60° 一 地。 因此 上 述 等 式 变 为 

y 一 CO0S20? 
的 三 次 方程 

4 一 3? 一 孝 一 0 
利用 三 次 代数 方程 的 求 根 知识 ， 可 以 证 明 这 个 方程 中 的 有 一 
个 正 实 根 ， 两 个 负 实 根 ， 它 们 都 是 不 可 约 的 ， 是 不 能 通过 有 理 
数 的 平方 根 形式 来 表示 的 。 因 此 数量 y 与 sin20° = V1—y 
都 是 不 能 用 尺 规 作 出 的 ， 也 即 单位 圆周 上 的 点 cos20° 十 isin20。 
是 无 法 用 尺 规定 位 的 ,这 就 是 说 ，60° 角 是 不 能 用 尺 规 三 等 分 的 。 

综 上 所 述 ， 可 知 “ 三 分 角 问 题 ” 早 在 19 世纪 30 年 代 前 人 
们 就 知道 不 能 解 了 。 但 由 于 解放 前 的 旧 中 国 数学 知识 的 不 普及 ， 
所 以 在 1936 年 还 出 现 过 ;“x x 铁路 站 长 xX x X 君 用 14 年 时 间 解 
决 了 三 分 角 题 问 ”的 特大 新 闻 。 直 到 我 国 解放 初期 ， 科 学 院 数 学 


研究 所 每 年 还 曾 收 到 来 自 全国 各 地 的 大 量 的 “自称 解决 了 三 分 角 
问题 ”的 信件 ， 有 些 作者 还 自称 “花费 了 多 少年 月 才 解 决 问题 ” 
的 。 由 此 看 来 ， 为 了 避免 人 们 耗费 徒劳 无 功 的 精力 和 时 间 ， 如 何 
在 广大 天 年 中 及 早 普 及 数学 科学 知识 ， 将 是 何等 的 重要 。 

当然 ， 如 果 不 限于 仅 用 尺 规 两 项 工具 来 作 图 ， 那 末 几 何 三 大 
难题 也 就 不 成 为 什么 《难题 ”了 。 平 面 几何 中 的 “ 尺 规 作 图 ” 据 
说 是 由 古代 柏拉图 学 派 定 下 来 的 规 知 。 近 代 工 程 技术 科学 中 需要 
大 量 作 图 ， 当 然 早 就 不 受 上 述 老 规 矩 的 束缚 了 。 虽 说 “《 尺 规 作 区 
法 ”在 近代 实际 应 用 上 已 没有 多 大 意义 ， 但 在 几何 学 课程 中 用 以 
训练 青年 的 分 析 思 考 能 力 还 是 很 起 作用 的 。 在 历史 上 一 些 尺 规 作 
图 难题 的 研究 ， 如 三 大 难题 和 分 贺 问 题 的 研究 ， 曾 推动 了 一 些 数 
学 分 支 〈 如 数论 、 代 数 等 等 ) 的 发 展 ， 这 也 是 无 可 否认 的 事实 。 


附录 三 : 分 圆 方程 上 -1=0 的 解法 


这 里 我 们 来 介绍 方程 Z+ 一 1=0 的 根 式 解法 ， 也 就 是 高 斯 
于 1796 年 发 现 的 解法 。 这 个 解法 就 是 设法 将 原 方 程 的 求 根 问题 
化 成 四 个 二 次 方程 的 求解 问题 ， 因 此 除 实 根 1 之 外 ， 其 余 16 个 
复数 根 最 后 都 可 用 有 理 数 的 四 重 平方 根 式 表示 出 来 。 
首先 ， 将 因子 (Z 一 1) 析出 之 后 ， 原 方程 即 变 为 
1T++Z 二 22 十 2 十 二 2 二 2 一 0。 
复数 根 异 于 零 ， 故 可 用 除 两 记得 到 等 价 方程 
1 二 (2 二 2ZTDD 十 (2 十 Zr2) 十 十 CCZ8TZT8) 一 0 
到 达 这 一 步 后 ， 看 来 很 难 再 从 五 次 分 圆 方程 Zs 一 1=0 的 解法 
中 得 到 更 多 启示 。 但 由 于 高 斯 青少年 时 代 即 掌握 初等 数论 ， 所 以 
他 借助 于 一 些 数论 知识 ， 能 够 顺利 地 发 现 把 (Z 十 27!)，(Z? 填 
QT 7)，(2Z5 十 2 (02282338) 各 项 分 成 两 组 来 考虑 ， 也 
即 令 
Xi 一 (ZrTTZTD) 十 (22 十 TD) 二 (2Z4TTZT) 二 (2Z8 十 Zr) (1) 
4 


X=(Z GT 二 (25 十 (2 十 9 十 (7 二 TD (2) 
这 是 解决 问题 的 一 个 极 重要 的 步骤 。 因 为 这 样 一 来 ， 由 于 六 | 十 
X,=(Z+271) +2 +42 I) 42 2 ) + (ZI) = 
一 ]， 义 1, 一 4( 久 | 十 外,) 二 一 4， 可 见 大， 和 针 。 正 好 是 二 > 


方程 
XX? 十 之 一 4 二 0 
的 两 个 根 。 解 此 二 次 方程 即 得 
x HV xX, = lM 
2 2 


因此 题 问 便 变 为 如 何 用 根 式 去 求解 方程 (1) 及 (2 ) 。 为 

了 能 逐步 求 得 (24 上 2 -09 (k= 二 1，2,…，8) ， 以 便 最 后 求 得 
Z* (BR 一 二 1， 十 2， 十 8)， 可 以 再 把 (1) 与 (2) 的 右 端 

依次 分 裂 为 如 下 各 项 ， | 

Y=(Z2+271) + (Zt+27 1), 


Y= (2Z?+27°)+(2° +27"); (3) 
Y=(2+27)+(+ +2.°), 
VY¥=(Z°+27°)+(2 T4277),. (4) 


容易 看 出 了 ,+Y,=X), YY,=X,+X,=—1, 故 可 见 了 
和 了 了， 为 下 列 二 次 方程 的 两 个 根 
Y— X,Y-1=0 
同 理 。 Y% 与 了 为 方程 了 一 对, 了 一 1 二 0 的 两 个 根 。 由 
此 再 解 二 次 方程 便 得 到 (注意 每 开 一 次 平方 根 ， 根 式 前 即 须 取 
十 、 一 一 两 个 符号 ): 
is= 3 (X, | 
_1 五 本 一 一 
-了 ((VT7 D 二 Vs4 2V17 ) 


Ve,= 7 (Xt VXYTI) 


加 1 ” 加 7 J LL 
= 于 (人 17 DE 34+217 ) 
有 了 了 ,， Y,, Yt, VY 的 其 体 数 值 之 后 ， 就 可 以 进一步 从 (3) 
与 《4) 两 式 中 去 求 出 诸 (Z* 十 了 "*) 的 数值 了 。 
例如 ， 对 《3) 中 了 了， 的 右 端 ， 可 令 
W,=Z+4+2"!, W,=Z1+2-4), (5) 
于 是 ， WWW =Y,, WW W,=(Z+27 (2 +2-1) =Y*, 
故 WY， 和 丈 ， 又 可 以 从 下 列 二 次 方程 
W,—YW+Y=0 
求 得 ， 也 就 是 
Ws= 3(Y, VY ). 
其 中 了， 与 V4 都 规定 在 根 式 //34 士 2V17 之 前 取 十 号 。 特 别 ， 
在 上 式 右 端的 V ”号 前 取 十 号 ， 可 算出 
一 11 — 本 加 
WW i(v 17 1+Y/34 2 17) 


1 /天 二 一 一 一 
NN 1+ 34 -2 17) 


+16(V17+1—MV34+2V 17),。 (6) 
由 它 ， 经 过 一 些 数值 计算 即 可 看 出 于 ， 是 个 比 2 略 小 的 正 实数 。 
这 是 理所当然 的 ， 因 为 Z 和 2Z7! 是 -- 对 共 思 复数 ， 故 歼 | 二 
Z+2-:= “2 的 实数 部 的 两 倍 ” 
最 后 ， 由 《5) 得 知 Z 和 2Z-! 满足 二 次 方程 

Z:—W.Z+1=0 
解 出 此 方程 使 得 到 分 圆 方程 的 最 终 解 ; 

Z=3 ,+VBI4) ， 


Z=71 3 WVWIh) (7) 


这 里 ， 用 6》 式 右 端 代 入 玉 ,， 合 可 写 出 Z 与 Z-! 的 最 终 


表达 式 ， 这 些 表达 式 中 出 更 四 重 平方 根 号 〈 正 因 每 一 重 根 式 前 都 
可 取 两 个 符号 ， 所 以 一 共 可 得 2x2X2x2=16 个 复数 根 ) 

由 于 Wi<4, 故 Z 和 2Z-! 都 是 复数 ， 它 们 恰好 代表 复数 
平面 上 以 原点 为 中 心 的 单位 圆周 上 的 一 对 等 分 圆周 为 十 七 分 之 一 
的 对 称 点 ， 其 余 的 等 分 点 可 由 2Z* (k 二 土 2， 圭 3， 土 4， 土 5， 土 
6， 土 ?， 土 8) 表 出 。 

显然 ， 按 (6) 和 《7) 表示 出 来 的 四 重 平方 根 数 景 是 可 以 
用 尺 规 逐 步 作 出 的 ， 因 此 正 17 边 形 作 图 可 能 性 便 获得 了 确切 证 
明 。 1 

的 于 深 确 实 
是 高 明 的 。 对 于 这 样 一 个 19 岁 的 青年 应 该 给 予 高 度 赞 扬 。 但 是 
更 应 该 称 村 的 是 他 勘 学 苦 红 的 三 功 夫 和 坚 竺 计算 到 底 的 精神 ! 可 
以 想见 ， 高 斯 当年 为 了 要 把 单位 赔 周 上 16 个 复数 2Z*,，2-* (R 
一 ]，2,…，8) 进行 适当 排列 和 分 组 ， 使 之 每 一 步 都 满足 二 次 方 
程 ， 这 一 定 是 会 费 去 他 不 少时 间 的 (当然 ， 他 的 复数 几何 知识 和 
数论 知识 会 帮助 他 克服 困难 ) 。 显 然 ， 如 果 他 缺乏 计算 到 底 的 耐 
性 ， 那 末 也 是 不 可 能 完成 上 述 发 现 的 。 数 学 史 告 诉 我 们 ， 根 式 求 
解 高 次 方程 的 问题 ， 曾 占 坟 了 十 九 世纪 不 少数 学 家 的 时 间 和 精 
力 。“ 数 学 事业 首先 是 群众 性 的 事业 ”。 正 是 在 深入 研究 了 和 鲁 菲 
尼 、 拉 格 朗 日 、 勒 让 德 、 高 斯 、 柯 西 、 阿 贝 耳 等 一 系列 名 家 工作 
的 基础 上 ， 才 使 得 19 世纪 三 十 年 代 年 轻 的 伽 罗 瓦 终于 形成 代数 
方程 的 “可 解 性 理论 ”， 即 近代 数学 中 所 称 的 “ 伽 罗 瓦 理论 ”。 
如 果 将 这 一 理论 中 的 一 个 普遍 理 定 应 用 于 分 圆 方程 ZY" 一 1=0 
时 ， 则 由 于 17 一 1 二 2x2x2x2 便 可 立刻 判定 该 方程 能 通过 四 
个 二 次 方程 用 平方 根 式 解 出 来 。 相 应 地 ,高 斯 , 温 泽 尔 的 分 圆 理论 
也 识 成 为 一 般 理 论 的 特殊 推论 。 近 代 代 数学 发 展 的 这 一 历史 事 
实 ， 再 次 雄辩 地 证 实 了 数学 的 发 展 规律 总 是 从 实践 天 理论 ， 从 具 

体 到 抽象 ， 从 符 丈 到 一 般 。 凡 是 有 作为 、 有 贡献 的 数学 工作 省 也 
”总 是 自觉 地 适应 并 利用 这 一 客观 规律 的 。 


( 注 1) 素数 分 市 花 数 x(x) 表示 不 超过 正 数 x 的 素数 个 数 。 已 知 素 数 序列 是 
2, 3, 5, 7, .11，13，17，19，23，29，31,…， 改 可 见 : x (5) 王 3 ，r (15) =6 
(1TD) 一 7,… 等 等 。 又 对 数 积 分 li(x) 表示 1/logt 在 (0，x) 上 的 积分 值 。 

[ 注 2 ) 设 p1，ps 是 两 个 不 周 的 素数 ， 则 用 驾 转 相 疹 法 可 找到 正 整 数 m1，m， 
使 得 m1p1 一 mzp: 一 1。 从 而 有 


(去 -)-" 人 

'\ ps ?2\pi pi:p2 “ 
所 以 如 时 能 把 单位 加 局 等 分 为 及- - 则 前 者 的 mi 倍 域 去 后 者 的 m2 倍 ， 妈 可 得 
出 圆周 的 p pi 分 之 一 。 因此 应用 毅 学 归纳 法 如 可 推出 关 这 形式 的 高 分 贺 定理 ， 


(本文 承 辽宁 师范 大 学 王 鸿 钧 和 梁 宗 巨 二 教授 审阅 ， 使 原稿 
得 以 改进 ， 特 此 致谢 。 一 作者 》 
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数学 家 们 是 怎样 


思考 和 解决 问题 的 ? 


我 想 历 史上 有 许多 位 杰出 的 数学 家 的 思想 
方法 和 解决 问题 的 方法 是 特别 值得 介绍 的 。 比 
如 16 世 纪 的 笛 卡 儿 、17 世 纪 的 欧 拉 、18 至 19 世 
纪 的 拉 格 朗 日 、 高 斯 、 阿 贝尔 、 雅 可 比 、 伽 有 罗 
瓦 ， 还 有 近代 的 庞 加 来 、 腊 马 奴 扬 和 现代 的 爱 
尔 特 希 等 等 。 这 些 数学 家 不 仅 是 解 题 的 能 手 ， 
而 且 也 是 发 明 创 造 的 大 师 。 在 这 里 自然 不 可 能 
全 面 地 介绍 他 们 的 数学 成 就 和 研究 问题 的 思想 
方法 。 而 只 能 用 举例 的 方式 ， 概 略 地 谈 谈 他 们 
分 析 解 决 数学 难题 的 一 般 策 略 和 手段 〈 当 然 也 
必须 谈 及 他 们 的 一 般 方 法 原则 ) 。 

首先 介绍 笛 卡 儿 ， 他 并 不 是 一 位 纯粹 的 专 
业 数 学 家 ,而 是 -- 位 哲学 思想 家 。 他 致力 于 哲学 
的 沉思 可 能 比 在 数学 思考 上 花费 的 时 间 更 多 。 
哲学 家 往往 具有 纵 观 全 局 的 气 饱 ， 喜 欢 从 事物 
的 联系 上 思考 最 基本 最 普通 的 问题 ， 因 此 他 成 
为 解析 几何 学 的 发 明 者 是 并 不 奇怪 的 ! 而 事实 
上 ， 解 析 几 何 就 是 通过 联想 发 明 的 。 | 

据 历 史上 记载， 竺 卡 儿 在 有 一 次 患 疯 之 
后 ， 一 天 早晨 本 来 ， 躺 在 床上 琢磨 着 几何 学 与 
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代数 学 的 关系 问题 ， 通 过 “联想 ”， 和 忽然 想起 几何 上 最 简单 的 对 
象 “ 直 线 ” 能 和 代数 上 最 简单 的 对 象 “ 一 次 方程 ”联系 起 来 ， 利 
用 点 的 坐标 概念 能 在 两 者 之 间 建 立 对 应 关系 。 欧 几 里 德 时 代入 们 
就 已 经 知道 直线 可 以 看 成 是 由 点 运动 而 成 的 ， 从 而 表示 点 位 置 的 
坐标 〈x，y) 也 就 成 为 一 对 变量 。 这 样 ， 币 卡 儿 不 仅 形 成 了 解 
析 几 何 的 原始 思想 ， 而 且 还 创立 了 变量 概念 。 

笛 卡 儿 还 进一步 揭示 了 圆锥 曲线 〈 贺 ， 猜 圆 ， 抛 物 线 、 双 井 
线 ) 和 二 元 二 次 方程 则 的 对 应 关系 。 他 写 了 一 本 《几何 学 》 的 名 
著 ， 从 而 成 为 解析 几何 学 的 创始 人 。 

“联想 ”能 导致 伟大 的 创造 发 明 。 上 述 第 卡 儿 发 明 解 析 几 何 
的 故事 ， 正 好 给 我 们 提供 了 一 个 光辉 的 例子 。 

联 奶 是 一 种 思维 活动 ， 简 单 说 就 是 把 不 同事 物 联 系 起 来 的 一 
种 思想 方法 。 

在 日 常生 活 中 人 们 也 常常 舍 联 盘 去 解决 问题 。 比 如 ， 天 下 
丽 ， 家 济 既 没有 雨伞 ， 又 没有 雨 农 ， 出 门 怎么 办 ?请 农 中 有 塑 寻 
两 家， 忽然 联想 到 家 里 有 块 塑料 布 ， 于 是 就 用 塑料 布 顶 在 头 上 作 
为 雨衣 的 代用 品 ， 这 就 是 靠 联想 解决 问题 的 。 

还 有 一 个 比较 难 办 的 例子 。 有 一 个 乓 乒 球 掉 进 一 根 埋 在 地 下 
垂直 的 管道 中 无 法 取出 来 。 桌 子 上 放 着 一 变 水 ， 聪 明 的 人 联想 到 
水 和 球 在 一 起 能 使 球 浮 起 来 的 现象 。 于 是 把 水 倒 进 管道 中 去 ， 就 
把 乓 乒 球 取出 来 了 。 

现在 我 们 来 讲 讲 欧 拉 的 故事 。 欧 拉 一 人 生 中 解决 了 许 许多 多 的 
数学 则 题 ， 在 数学 .上 小 出 了 各 种 重要 贡献 。 从 初等 数学 到 高 等 数 
学 的 各 门 数 学 中 ， 到 处 都 可 以 见 到 欧 拉 的 名 字 。 正 如 18 世 纪 法 国 
数学 家 ， 太 文学 家 拉 普 拉 斯 说 过 的 ，“ 欧 拉 是 我 们 大 家 共有 的 老 
师 。” 

欧 拉 特别 善于 用 联想 和 归纳 法 解决 问题 。 大 家 知道 ， 代 数 多 
项 式 可 以 分 解 因子 。 通 过 因子 分 解 ， 令 各 一 次 因 式 为 零 便 可 求 出 
该 代数 方程 的 各 个 根 。 反 之 ， 如 果 各 根 为 已 知 ， 则 多 项 式 便 可 用 


各 根 作成 的 一 次 式 为 因 式 连 乘 起 来 ， 表 示 成 因子 连 乘积 。 那 么 ， 
象 sinx 这 样 的 函数 能 否 表 示 成 因子 连 乘 积 呢 ? 这 是 欧 拉 通 过 联 
在 解 决 的 大 难题 之 一 。 已 知 
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了 证 sinx 便 可 看 成 是 一 个 无 限 多 次 的 代数 多 项 式 。 欧 拉 把 它 和 
代数 多 项 式 因 子 分 解 定理 作 比 较 ， 便 联想 到 sinx 也 应 该 能 表示 
成 因子 连 乘积 。 但 因为 sinx==0 有 无 穷 多 个 根 ，x 一 0， 十 区， 土 
27， 二 3T， 所 以 sinx 应 表示 成 无 穷 多 个 因子 连 乘 积 。 于 是 
通过 联想 和 类 比 ， 欧 拉 便 发 现 sinx 可 分 解 成 下 列 因 子 连 乘积 ， 


。 x2 Xz Xx? 

sinx=a(1 本科 名 ds < 
这 使 是 著名 的 欧 拉 公式 。 这 个 公式 利用 数学 分 析 方法 可 以 获得 严 
格 的 证 明 。 特 别 有 趣 的 是 ， 如 果 把 上 式 右 端 展开 ， 可 以 看 出 一 xs 
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这 又 恰好 解决 了 雅 可 布 ， 伯 努 利 在 欧 拉 生前 若干 年 提出 的 一 个 难 
题 。 伯 努 利 一 生 解 决 过 许多 级 数 求 和 问题 ， 但 对 平方 数 倒 数 和 级 
数 求 和 问题 却 始 结 未 能 解决 ， 因 此 曾 公 开 提 出 过 上 述 难题 。 这 难 
题 经 过 数 十 年 之 后 才 被 欧 拉 所 解决 ， 解 答 即 如 上 所 述 。 

数学 上 的 许多 定理 和 公式 是 用 联想 法 和 类 比 法 发 现 的 。 类 比 
法 就 是 对 两 个 或 几 个 相似 的 东西 进行 联想 ， 把 它们 中 间 某 个 较 熟 
悉 的 性 质 转移 到 和 它 相 似 的 对 象 上 去 ， 从 而 作出 相应 的 判断 或 扒 


理 。 比 如 ， 有 时 人 们 想 问题 时 常 说 ，“ 我 想到 办 法 了 ”其 实 就 是 
联想 到 了 。 

联想 也 是 一 种 能 力 。 需 要 侠 学 习 和 工作 实践 去 培养 。 大 凡 一 
个 人 的 部 识 越 丰 富 ， 它 的 联想 范围 便 越 广 阔 ， 因 而 联想 能 力也 越 
强 。 所 谓 “ 联 想 讶 和 解 ,海阔天空 ”， 这 不 仅 对 文学 作家 是 必要 的 ， 
而 且 对 数学 家 也 是 重要 的 。 因 而 缺乏 联想 ， 就 很 准 有 所 创新 ， 有 
研发 现 。 历 史上 的 杰出 数学 家 不 仅 善 长 于 “联想 ”而 且 还 部 是 苦 
于 使 用 “归纳 法 ”的 能 手 。 归 纳 法 就 是 从 特殊 到 一 般 的 思想 方 
法 。 无 数 特殊 性 的 事物 中 往往 获 含 有 某 种 共同 性 的 东西 或 普遍 关 
系 ， 把 这 种 共同 性 的 东西 或 普遍 关系 找 出 来 表述 为 一 般 性 命题 或 
普遍 公式 ， 这 就 是 归纳 法 。19 世 纪 著 名 数学 家 高 斯 就 涪 过 ， 他 在 
数论 上 的 许多 定理 都 是 车 一 般 归 纳 法 发 现 的 。 至 于 证 明 是 后 来 补 
二 的 。 大 家 学 过 “数学 归纳 法 ”， 这 是 一 种 适用 于 现 发 和 论证 自 
然 数 性 质 命题 的 归纳 法 。 它 也 是 从 特殊 过 渡 到 -- 般 的 思想 方法 。 
数学 归纳 法 非常 重要 。 对 搞 数 学 工作 的 人 来 说 ， 不 说 天 天 力 到 
它 ， 也 是 年 年 月 月 用 到 它 。 当 人 们 碰 到 一 个 与 自然 数 n 有 关 的 
数学 问题 时 ， 如 果 一 时 无 法 下 手 ， 就 应 该 首先 观察 简单 的 情形 ， 
即 观察 n= 二 1，n 二 2， 或 者 n=3 问题 的 解 〈 或 答案 ) 应 该 怎样 。 
如 果 连 最 简单 的 情形 问题 答案 都 无 法 确定 ， 那 么 对 一 般 情 形 自 然 
就 更 无 从 捉摸 了 。 因 此 要 重视 特例 ， 耐 心地 观察 特例 ， 善 于 分 析 
特例 ， 并 从 中 猪 想 出 普遍 性 的 结论 。 这 就 是 使 用 归纳 法 的 重要 步 
又 。 当 然 还 要 学 会 从 2=R 过 渡 到 n= 十 1 的 演绎 推理 方法 。 

高 斯 在 18~19 岁 时 ， 就 研究 古代 几何 学 上 流传 下 来 的 “加 
等 分 问题 ”。 即 用 直 尺 和 圆规 如 何等 分 圆周 的 问题 ， 也 就 是 如 何 
作 正 na 边 形 的 问题 。 历 史上 早 就 知道 正三 角形 、 正 五 边 形 的 凡 
规 作 图 法 。 但 正七 边 形 、 正 十 三 边 形 、 正 十 七 边 形 等 等 如 何 用 尺 
规 作 图 呢 ? 这 些 便 是 当年 的 著名 难题 。 高 斯 通过 联想 、 类 比 和 归 
纳 法 ， 在 他 19 岁 ( 即 1796 年 ) 发 现 了 正 十 七 边 形 的 尺 规 作 图 
法 时 非常 兴奋 ， 从 而 他 确立 了 献身 数学 事业 的 志愿 ， 后 来 果然 成 


为 一 位 杰出 的 大 数学 家 。 多 年 前 我 写 过 一 本 小 册子 《 浅 谈 数学 方 
法 论 》。- 世 中 有 一 个 “附录 ”， 就 专门 介绍 了 高 斯 解决 正 十 七 边 
形 作 图 问题 的 方法 过 程 ， 并 谈 到 了 他 的 一 般 分 圆 定理 。 这 定理 就 
是 由 上 归纳 法 导致 的 光辉 成 果 。 它 彻底 解答 了 只 有 哪些 正 多 边 形 才 
是 能 够 用 尺 规 作 图 的 大 难题 。 

我 屠 本 小 册子 还 谈 到 了 “个 推 分 析 法 ”和 “抽象 分 析 法 ”。 
这 些 也 都 是 解决 数学 问题 的 重点 方法 。 飞 中 特别 以 欧 拉 解决 “ 哥 
尼斯 堡 七 桥 问题 ”为 例 ， 说 明了 抽象 分 析 法 的 思想 过 程 。 

搞 数 学 研究 的 人 ， 一 辈子 都 离 不 开 “ 抽 象 分 析 法 ”。 这 种 方 
法 包含 如 下 的 基本 过 程 ， 

第 一 步 ， 必 须 把 应 用 问题 〈 或 实际 问题 ) 表现 成 数学 问题 。 
这 就 需要 使 用 数学 语言 、 数 学 概 念 和 数学 符号 去 表述 问题 。 例 
如 ， 解 代数 应 用 题 时 ， 用 x、y 表示 求知 数 、 用 a、5 等 表示 已 
知 数 ， 并 按照 题 设 条 件 、 用 等 式 联结 起 来 恋 成 方程 式 。 这 就 是 把 
应 用 题 转 化 为 数学 问题 。 这 ~- 步 用 的 是 抽象 分 析 法 。 因 为 品 x、 
2》 等 代表 应 用 问题 中 的 未 知 量 ， 就 已 经 是 一 种 抽象 的 表示 法 。 宇 
于 把 应 用 问题 中 的 某 种 具体 条 件 或 关系 表述 成 抽象 的 数学 等 式 或 
方程 式 ， 就 更 是 抽象 分 析 后 的 结果 。 使 用 抽象 分 析 法 ， 必 有 贫 看 流 
问题 的 本 质 ， 抓 住 主要 环节 ， 略 去 次 要 环节 

第 二 步 ， 对 已 经 表述 成 数学 形式 的 数学 问题 再 使 用 演绎 推理 
或 逻辑 分 析 法 或 计算 方法 等 等 去 求 得 答案 。 当 然 对 已 经 形成 的 数 
学 问题 ， 有 大 有 小 ， 有 难 有 易 。 下 面 我 专门 谈论 一 下 处 理 和 解决 
数学 问题 的 一 般 原则 。 

面 对 一 个 数学 问题 ， 为 了 便于 下 手 解决 ， 最 首要 的 一 步 ， 就 
是 要 设法 简化 问题 。 简 化 的 意思 有 两 层 ， 一 层 是 转化 问题 形式 ， 
就 是 把 问题 改换 一 个 提 法 ， 即 疏远 成 另 一 个 相当 的 有 形式， 使 得 
改换 后 的 形式 比较 熟悉 ， 能 和 自己 已 知 的 知识 联系 起 来 。 从 而 可 
利用 已 知 的 知识 去 求 得 解决 。 

波 利 亚 写 的 《归纳 与 类 比 》、《 数 学 的 发 现 》 和 《怎样 解 题 》 


的 三 部 书 中 就 有 不 少 例子 谈 到 了 问题 变形 的 技巧 。 学 习 数 学 命题 
时 ， 必 须 懂 得 什么 叫 必 要 条 件 ， 什 么 叫 充 分 条 件 ， 还 有 既 必 杰 又 
充分 的 条 件 一 一 简称 “ 完 要 条 件 ”。 人 稳 底 理解 充 要 条 件 的 概念 并 
善于 使 用 这 种 概念 去 分 析 问 题 ， 观 察 问 题 ， 那 就 会 转化 问题 的 形 
式 。 使 面貌 生 玻 的 问题 转化 为 面貌 熟悉 的 问题 ， 这 样 就 便于 用 已 
知 知识 来 解决 问题 。 

“简化 问题 ”的 另 一 层 意 思 ， 就 是 分 解 问题 。 即 把 问题 分 解 
成 若干 组 成 部 份 ， 也 就 是 把 一 个 较 大 或 较 复杂 的 问题 分 解 成 一 些 
“ 子 问题 ”或 “小 间 题 ”， 然 后 把 每 个 小 问题 备 个 击破 ， 最 后 合 
拢 起 来 也 就 解决 了 整个 问题 。 

综 上 所 述 ，“ 简 化 ”包括 “转化 ”和 “分 解 ”。 优 秀 的 数学 
工作 者 或 解 题 能 手 ， 往 往 都 能 掌握 转化 问题 和 分 解 问题 的 技巧 。 
这 种 技巧 是 怎样 获得 的 呢 ? 当然 要 靠 多 解 题 ， 多 思考 、 多 总 结 经 
验 。 最 好 是 多 看 看 历史 上 著名 数学 家 是 怎样 做 的 ! 那 是 会 很 受 启 
发 的 。 数 学 问题 经 过 简化 之 后 ， 不 见得 马上 就 能 解决 。 这 时 还 需 
作 进 一 步 分 析 。 对 于 较 难 的 问题 ， 数 学 家 们 有 时 往往 赁 直观 和 经 
验 去 猜测 问题 的 可 能 “答案 ”和 可 能 的 “解决 途径 ”。 

怎样 去 作 猪 测 ? 这 又 往往 要 使 用 联想 和 类 比方 法 。 又 怎 祥 去 
探求 解决 途径 呢 ? 一 旦 已 经 有 了 比较 自信 的 认为 合理 的 “ 稍 测 答 
案 ” 之 后 ， 数 学 家 又 往往 采取 倒 推 法 去 寻找 解决 问题 的 途径 。 ( 
包括 利用 倒退 法 去 探求 答案 成 立 的 条 件 等 等 ) 。 有 时 还 需要 补充 
使 用 尝试 成 功 法 或 试探 法 。 

国外 有 些 科 学 方法 论 专 家 和 心理 学 家 已 经 在 研究 “联想 的 规 
律 ”、“ 类 比 的 方法 ”、“ 落 测 的 技巧 ”等 等 。 我 想 这 方面 的 研 
究 是 很 重要 的 ， 因 为 它 有 助 于 培养 人 们 的 创造 发 明和 解决 问题 的 
能 力 。 

”= 本 文 是 作 省 1982 年 9 月 24 日 在 长 春 给 参加 全 国 数学 竞赛 者 所 作 报告 的 部 


分 。 原 载 中 国 科学 院 心理 研究 所 ， 长 春 教 育 学 院 、 长 春 市 数学 学 会 编 的 《数学 邯 习 心 
理 > 1988 年 第 2 期 。 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 。 


“对 待 数学 必须 重视 逻辑 推理 的 严 遵 性 ， 
需要 掌握 演绎 论证 的 技巧 。” 这 些 都 是 数学 教 
师 经 常 告 诚 学 生 的 有 益 教诲 。 现 代 心 理学 家 党 
把 理性 的 逻辑 思维 叫 作 收敛 思维 ， 而 把 感性 
的 、 直 观 的 想象 、 联 想 、 猜 想 等 思维 运动 形式 
称 为 发 散 思维 。 这 里 ， 我 想 专门 讨论 属于 发 散 
思维 范畴 的 直觉 与 联想 在 数学 思维 过 程 中 的 积 
极 作用 ， 并 将 举例 介绍 自己 的 点 滴 经 验 ， 以 供 
青年 同志 们 参考 ， 并 希 读者 批评 指证 。 

我 在 大 学 读书 时 ， 在 几 位 数学 老师 的 启发 
下 ， 使 我 逐渐 区 得 直觉 能 力 〈 又 称 直观 力 ) 在 
理解 数学 和 进行 创造 性 思考 中 的 重要 性 ， 并 且 
领会 到 这 种 能 力 是 可 以 在 学 习 的 过 程 中 逐步 成 
长 起 来 的 。 我 们 学 习 数学 理论 、 方 法 或 数学 定 
理 时 ， 怎 样 才 算 真正 懂 了 呢 ? 事实 上 ， 只 有 做 
到 了 直观 上 懂 才 算 “ 真 懂 ”。 所 谓 “页 懂 ” 的 
意思 是 指 ， 对 数学 的 理论 、 方 法 或 定理 能 洞察 
其 直观 背景 ， 并 且 看 清楚 它 是 如 何 从 具体 特例 
过 渡 到 一 般 抽象》 形式 的 。 


如 此 说 来 ， 为 了 达到 “ 右 懂 ”或 “ 筑 司 ”的 境界 ， 就 不 能 只 
停留 在 弄 清楚 演绎 论证 的 步骤 虫 ， 而 必须 重视 具体 特例 的 分 析 ， 
必须 注意 直观 背景 素材 的 综合 ， 也 即 必 须 通过 人 脑 的 联想 力 和 概 
括 思 维 能 力 从 具体 素材 中 领悟 出 最 基本 、 最 本 质 、 最 一 般 性 的 东 
西 。 达 到 了 这 个 境界 ， 数 学 上 的 理论 、 方 法 或 定理 就 就 好 象 是 您 
自己 发 现 的 一 样 ， 您 就 能 用 自己 的 语言 随时 把 它 复述 出 来 ， 当 然 
也 就 成 为 您 终生 不 忘 的 知识 了 。 

如 果 一 位 数学 教师 ， 只 是 给 学 生 讲 清楚 -- 些 数学 定理 的 形式 
演绎 论证 步 又 ,不 指出 那些 定理 的 直观 背景 和 整个 来 龙 去 脉 , 那 就 
好 比 带 领 一 个 人 进入 森林 中 只 看 到 了 一 些 个 别 的 树木 ， 但 对 整 片 
森林 的 形 貌 还 是 一 无 所 知 ， 这 就 所 谓 “ 见 树 不 见 林 ”。 优 秀 的 数学 
教师 无 疑 都 会 使 学 生 “ 既 见 树 、 又 见 补 ”。 但 要 做 到 这 一 点 也 不 
是 容易 的 事 ， 教 师 本 身 首 先 要 对 数学 教材 作 一 严整 体 性 的 分 析 概 
括 ， 使 教材 内 容 成 为 他 自己 脑海 中 非常 直观 浅显 的 东西 。 这 样 才 
可 能 使 学 生 也 感到 所 学 的 知识 是 比较 直观 的 ， 是 完全 符合 他 们 的 
认识 过 程 的 。 

记得 40 多 年 前 我 在 西南 联 大 时 的 老师 华罗庚 先生 曾 不 止 -- 次 
地 对 我 们 讲 过 他 的 读书 经 验 。 他 说 “ 读 一 本 数学 书 、 应 该 把 它 读 
得 越 读 越 薄 。” 怎 样 变 薄 呢 ? 其 实 ， 就 是 要 把 书 中 的 知识 经 过 彻底 
消化 ， 变 为 非常 直观 的 、 非 常 概括 的 材料 ， 最 后 就 只 留 下 最 精通 
的 那 一 点 ， 当 然 书 就 变 薄 了 。 


“数学 的 直觉 ”是 有 丰富 的 含义 的 ， 南 京 大 学 哲学 系 教师 郑 
钞 信 同志 曾 对 此 作 了 分 析 讨 论 ( 见 1983 年 《哲学 研究 》 杂 志 )。 大 
家 知道 ,近代 数学 基础 问题 研究 领域 中 有 一 个 “直觉 主义 流派 ”。 
他 们 的 观点 是 十 分 偏激 的 ， 但 在 西方 数学 界 却 有 一 定 的 影响 。 在 
这 里 ， 我 并 不 想 分 析 评 述 这 一 流派 的 思想 方法 和 观点 。 现 在 我 想 


讨论 的 是 另 一 个 问题 ， 即 一 般 数学 界 较为 普遍 认可 的 “数学 直 
觉 ” 的 内 容 含义 。 

我 在 冰 年 时 代 曾 经 读 过 法 国 数学 家 谍 卡 菜 《 论 数学 的 创造 》 
一 文 ， 后 来 还 阅读 了 阿达 玛 的 《数学 领域 的 发 明 心 理学 》 一 书 ， 
感到 很 受 启 发 。“ 尽 信 书 不 如 无 书 ”， 当 然 我 们 不 可 能 完全 同意 
书 中 的 一 切 观点 。 但 是 ， 这 两 位 杰出 的 数学 家 以 他 们 自己 的 经 验 
所 阐发 的 某 些 心智 活动 规律 ， 已 经 成 为 现代 “创造 学 ”研究 工作 
者 ， 特 别 是 一 些 心理 学 家 分 析 探 讨 的 课题 。 

毫 无 疑问 ， 如 能 根据 辩证 唯物 主义 的 反映 论 观点 去 研究 评析 
亡 卡 莱 与 阿达 玛 的 数学 创造 学 说 ， 那 将 是 很 有 意义 的 工作 。 

按照 庞 卡 菜 、 阿 达 玛 的 见解 ， 数 学 上 的 创造 发 明 同 自然 科学 
领域 中 的 发 明 创造 一 样 ,无 非 是 “选择 ”而 已 。 这 就 是 说 ,无 非 是 
选择 最 有 用 的 “观念 组 合 ”， 以 产生 新 思想 、 新 概念 、 新 发 明 。 
那么 赁 什么 能 作出 观念 组 合 的 最 佳 选 择 呢 ? 他 们 认为 选择 能 力 
的 基础 就 是 “数学 直觉 ”， 弄 数学 直觉 的 本 质 就 是 某 种 “美的 意 


识 ” 或 “美感 ”。 这 样 说 来 ， 似 平 就 有 点 令 人 感到 奇妙 而 难以 捉 
寞 了 。 


其 实 ， 通 俗 点 讲 ，“ 数 学 直觉 ”应 包括 人 脑 认 识 反映 过 程 中 
的 “美的 直觉 ”、《“ 真 伪 的 直觉 ”和 “关系 的 直觉 ”等 几 个 广 
面 。 因 为 一 切 事物 〈 包 括 作为 数学 概念 背景 的 事物 或 对 象 ) 都 是 
处 在 对 立 统一 和 普遍 联系 的 关系 之 中 ， 所 以 在 它们 之 间 会 呈现 出 
容 。 凡 是 学 得 的 数学 知识 越 多 ， 便 越 会 增强 “数学 美 ”的 直觉 意 
识 。 正 是 这 种 意识 能 帮助 人 们 去 选取 数学 观念 间 的 最 佳 组 合 ， 从 
而 形成 新 的 数学 思想 或 概念 。 新 思想 、 新 概念 经 常 以 “ 顿 侣 ”的 
形式 出 现 ，“ 顿 惯 ”实际 就 是 认识 过 程 的 飞跃。 

许多 有 经 验 的 数学 工作 者 ,在 探索 数学 真理 的 过 程 中 ,常常 会 
作出 这 样 或 那样 的 近 平 正确 的 数学 狂想 。 实 际 上 很 多 数学 定理 最 
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初 剖 是 猪 出 来 的 ， 而 证 明 不 过 是 后 来 补 行 的 手续 。 猜 想 正 是 人 们 
借助 于 “页 伪 的 直觉 ”所 表现 的 思维 形式 。 这 种 思维 形式 对 推动 
科学 进步 是 很 起 作用 的 ， 我 们 从 素数 学 工作 的 人 也 往往 是 离 不 开 
这 种 思维 形式 的 。 

在 数学 领域 旦 ，“ 关 系 的 直觉 ”内 容 也 很 丰富 ， 例 如 关于 “ 
序 ” 的 直觉 、“ 相 似 性 ”与 “相关 性 ”的 直觉 、 对 应 关系 的 直 
觉 、 连 续 性 的 直觉 ， 以 及 空间 的 对 称 性 直觉 等 都 属于 这 一 范畴 。 
我 们 从 事 数学 研究 时 ， 常 常 凭借 这 种 直觉 产生 类 比 联 想 ， 把 一 些 
表面 上 似乎 无 关 的 对 象 纳入 到 同一 个 更 高 层次 的 理论 框架 中 去 。 
只 要 瞧 一 瞧 现 代 各 门 高 度 发 展 了 的 数学 理论 结构 体系 的 丰富 概括 
性 ， 就 可 以 意识 到 人 脑 思维 的 “关系 直觉 ”在 现代 数学 结构 体系 
的 发 展 中 起 了 多 么 重要 的 作用 1 

所 有 .上 述 各 种 直觉 ， 当 然 不 是 天 赋 的 ， 一 个 人 从 童年 时 期 学 
习 算术 起 ， 就 开始 逐步 发 展 上 述 各 种 直觉 能 力 ， 事 实 上 ， 一 切 直 
觉 能 力 都 是 通过 实践 成 长 起 来 的 。 
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直觉 能 力 和 抽象 因 维 能 力 是 相辅相成 的 。 如 果 没有 任何 直觉 
作 基础 ， 则 数学 的 抽象 思维 是 根本 不 能 进行 的 。 大 家 知道 ，19 世 
纪 德 国 的 分 析 数 学 大 师 维尔 斯 特 拉 斯 是 一 位 十 分 严谨 的 数学 家 、 
他 曾经 令 人 信服 地 作出 了 一 个 “处 处 连续 处 处 不 可 微 ”的 著名 的 
函数 例子 。 这 个 函数 的 直观 含义 是 ， 它 在 每 个 无 限 小 郊 域内 都 有 
无 限 小 振幅 的 振荡 。 当 然 这 可 以 赁 借 极限 手段 来 作出 。 后 来 ， 代 
数学 家 范 德 瓦尔 登 根据 同样 思想 干脆 利用 折线 函数 的 无 限 营 加 来 
作出 具有 同样 性 质 的 函数 。 试 起， 假如 上 述 两 位 数学 家 缺乏 生动 
的 直观 能 力 ， 那 又 怎 能 构造 出 上 述 例子 呢 ? 

从 感性 到 再 性， 从 生动 的 直观 到 抽象 轧 维 ， 这 是 任何 一 位 数 


学 工作 者 都 必须 遵循 的 认识 规律 。 数 学 直觉 既是 抽象 思维 的 起 
点 ， 又 是 抽 思 维 的 归宿 。 通 过 抽象 性 思维 ， 对 数学 对 象 的 本 质 有 
所 洞察 ， 有 所 概括 ， 这 样 就 形成 了 更 高 层次 的 数学 直觉 ， 从 而 又 
可 进行 更 高 层次 的 创造 性 思维 活动 。 

直觉 与 联想 这 两 种 思维 运动 形式 也 是 互 为 因果 的 。 前 者 促进 
后 者 的 展开 ,而 后 者 又 反 过 来 充实 并 发 展 前 者 的 内 容 。 所 以 对 于 一 
个 学 习 或 研究 数学 的 人 来 说 ， 为 了 开发 智力 必须 同时 注意 培养 直 
党 与 联想 两 种 能 力 。 怎 样 培养 呢 ? 我 想 ， 首 先 要 注意 培养 较 广泛 
的 兴趣 ， 要 博览 群 书 ， 好 学 深思 ， 要 提倡 多 想 问 题 ， 鞭 至 不 限于 
思考 数学 领域 的 内 部 问题 。 

从 数学 史上 我 们 看 到 许多 作出 大 贡献 的 数学 家 往往 不 是 专攻 
数学 一 科 的 学 者 。 他 们 往往 怀 有 广泛 的 兴趣 去 研究 其 他 有 关 应 用 
部 门 的 种 种 问题 ， 以 及 和 生产 实践 相 联 系 的 问题 ， 因 此 他 们 的 联 
想 特别 丰富 ， 数 学 吉 觉 能 力 也 特别 强 ， 而 作出 的 创造 发 明 也 最 
多 。 

我 国 宋代 爱国 诗人 陆游 曾 谈 到 学 习作 诗 的 经 验 ， 他 说 过 ，“ 
纸 上 得 来 终 觉 浅 ”，“ 功 夫 全 在 诗 之 外 ”。 其 实 ， 对 从 事 数 学 工 
作 的 人 来 说 道理 也 是 一 样 的 ， 必 须 注重 实践 ， 联 系 实际 ， 要 经 党 
动手 去 解决 问题 ， 才 能 把 数学 工具 掌握 到 手 ， 并 能 有 所 创造 。 不 
能 具 把 自己 的 视野 总 是 局 限于 -一 个 科目 或 一 个 分 支 ， 否 则 由 于 联 
想 范围 的 狭 罕 就 很 难 作出 有 意义 的 贡献 来 。-- 位 英国 科学 家 曾 说 
过 :一 个 人 如 果 长 期 钻研 -- 个 问题 ， 就 容易 使 自己 的 思想 枯 涩 起 
来 ， 当 然 不 可 能 发 展 创 造 能 力 。 特 别 是 他 曾经 谈 到 :， “成 功 的 科 
学 家 往往 是 兴趣 广泛 的 人 ， 他 们 的 独 创 精神 可 能 来 自 他 们 的 博 
学 。” 我 想 ， 这 人 句 话 是 很 有 道理 的 。 


由 


这 里 我 想 谈 一 点 亲身 经 验 ， 说 一 说 直觉 与 联想 是 如 何在 我 的 


一 项 工作 中 起 到 推进 作用 的 。 我 在 青年 时 代 跟 华罗庚 教授 学 习 数 
论 时 ， 曾 听 说 他 去 重庆 时 破译 了 当年 侵 华 日 军 军事 密码 中 利用 去 
比 乌 斯 反 疝 公式 一 事 。 这 就 引起 我 对 上 述 反 演 公式 的 兴趣 。1964 
年 我 又 闻 知 美国 的 组 合 学 家 罗 塔 对 上 述 反 演 公 式 作 了 高 度 的 抽象 
锋 括 ， 使 其 成 为 组 合 学 中 的 重要 工具 。 接 着 1967 年 我 曾 利用 互 
反 kk 函数 概念 把 麦 比 乌 斯 罗 塔 的 公式 进行 拓 广 并 作 了 种 种 应 用 。 
但 上 述 拓 广 毕竟 是 十 分 ?平凡 的 ， 并 无 实质 性 的 发 展 。 

1980 年 后 我 开始 思索 一 个 更 基本 的 问 题 ， 离 散 数 学 中 的 反 
演 公 式 是 否 可 以 和 分 析 数 学 中 的 著名 反 演 公式 如 牛顿 、 莱 布 尼 兹 
积分 学 基本 定理 等 获得 某 种 统一 电 ? 这 就 涉及 到 离 改 数学 与 连续 
学 西 类 不 同 结构 的 沟通 问题 。 开 始 我 并 没有 找到 这 种 沟通 的 桥 
梁 。 但 借助 于 关系 直 党 使 我 仿佛 模糊 地 意识 到 重 宾 水 的 “ 绒 标 准 
分 析 ” 方 法 有 成 为 桥梁 的 可 能 。 这 个 联想 是 怎样 形成 的 呢 ? 因为 
注意 到 非 标准 微 积分 学 中 ， 定 积分 可 以 作为 精细 分 割 点 列 上 的 离 
数 形 式 的 总 和 的 标准 部 分 。 这 就 是 说 ， 定 积分 对 应 的 和 式 在 非 标 
准 数 域 上 具有 离散 化 的 形式 。 这 就 使 我 直观 地 猜想 到 离散 型 的 广 
义 麦 比 鸟 斯 反 演 公 式 有 可 能 推广 到 非 标 准 数 域 上 去 。 接 善 我 就 深 
辑 地 验证 这 个 想法 ， 果 然 达到 了 目标 ， 得 到 了 一 条 普遍 的 反 演 定 
再。 它 把 组 合 学 中 的 反 演 公 式 和 卷 积 方程 论 中 的 一 些 反 演 定理 
包括 微 积分 > 基本 定理 ) 都 作为 特例 概括 进去 了 ， 我 想 这 个 工作 的 
意义 并 不 在 于 拓 广 本 身 。 而 主要 在 于 表明 ， 离 散 数学 与 连续 数学 
的 特定 部 分 是 能 够 实现 沟通 的 。 同 时 还 表明 “ 非 标准 分 析 ” 方 法 
确实 能 起 到 一 般 标 准 分 析 学 所 不 能 起 到 的 作用 〈 上 述 初步 结果 已 
发 表 于 1983 年 《科学 探索 》 3 卷 1 期 上 ) 。 
由 上 所 述 。 可 见 学 习 上 的 “不 保守 ”或 许 也 是 一 点 值得 介绍 
的 经 验 。 事 实 上 ， 假 如 在 70 年 代 我 采取 了 象 国外 有 些 分 析 学 家 
瞧不起 “ 非 标准 分 析 ” 的 态度， 或 者 干脆 轻率 地 认为 那 不 过 是 “ 
标准 分 析 ” 的 等 价 物 而 已 ， 那 么 我 就 不 会 虚心 地 去 学 习 非 标准 分 
析 ， 也 就 不 会 使 自己 的 想象 力 伸 入 新 的 领域 ， 当 然 更 不 可 能 发 现 


离散 数学 与 连续 数学 中 两 类 重要 的 及 演 关 系 能 够 统 -- 起 来 。 

我 搞 了 40 多 年 的 数学 工作 ， 深 深 感到 学 习 和 研究 数学 是 互相 
促进 的 。 学 习 数 学 知识 必 贷 重视 生动 的 直观 背景 并 采取 分 析 研 究 
态度 ， 才 能 学 得 透 、 学 得 活 。 另 一 方面 ， 研 究 工 作 过 程 中 又 必须 
随时 学 习 新 知识 、 新 工具 ， 这 样 才能 开阔 视野 ， 扩 大 联想 领域 ， 
获取 新 的 成 朵 。 1 

数学 上 的 创新 和 发 明 决 不 是 神秘 英 测 的 事情 ， 只 要 坚持 辨证 
唯物 主义 的 反映 论 观点 ， 就 不 难 发 现 客 观 规律 。 只 要 很 好 地 运用 
这 些 规 律 ， 人 人 都 能 进行 创造 发 明 活 动 。 本 文 讨 论 的 数学 直觉 与 
联想 不 过 是 数学 发 明 创 造 心智 过 程 中 的 两 个 环节 而 已 。 这 些 涉 及 
“微观 数学 方法 论 ” 的 问题 ， 在 1983 年 出 版 ，1988 年 修订 第 2 
版 的 抽 鞭 《数学 方法 论 选 讲 》 (由 华中 工学 院 出 版 社 出 版 〉 一 书 
的 第 10 讲 与 第 讲 中 已 作 了 较 多 的 论述 ， 这 中 就 不 多 说 了 。 


本 文 及 后 面 的 < 数学 方法 论 与 数学 教学 改革 ?一 文 均 选 自 则 龙 册 教 育 出 版 社 1988 
年 出 版 的 《数学 家 谈 怎样 学 数学 > 一 书 。 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 。 


四 网 四 及 ;用 
- 论 培 养 数 学 直觉 应 是 
数学 教育 的 重要 内 容 


一 、 问 题 的 提出 


本 文 将 结合 高 等 学 校 数学 教育 的 革新 来 近 
讨 数 学 直觉 的 含义 、 作 用 及 有 关 问 题 。 

如 大 家 所 知 ， 在 现今 理工 大 学 的 数学 教育 
与 教学 过 程 中 ， 对 学 生 们 逻辑 思维 能 力 的 培育 
和 训练 ， 一 般 都 给 予 足 够 重视 的 。 这 种 重视 当 


. 然 是 必要 的 。 但 是 ， 相 对 说 来 ， 和 创造 发 明 能 


力 相 联系 着 的 数学 直觉 力 的 培育 ， 却 往往 置 于 
被 忽视 的 地 位 。 这 里 可 能 有 两 个 原因 : 一 是 
由 于 传统 习惯 的 影响 ， 大 多 数 的 数学 教材 内 容 
和 教学 过 程 都 倾向 于 关注 和 强调 逻辑 推理 的 严 
并 性 ， 而 无 形 中 忽视 或 者 低估 数学 直觉 在 智力 
开发 中 的 作用 。 二 是 由 于 数学 教学 法 的 研究 水 
平 ， 未 能 上 升 到 创造 性 科学 研究 的 高 度 ， 这 样 
就 不 可 能 把 创造 性 的 认识 过 程 规 律 自觉 地 反映 
到 教学 中 去 ， 自 然 也 就 不 会 意识 到 数学 直觉 在 
掌握 和 开发 数学 知识 过 程 中 的 重要 性 了 。 此 
外 ， 可 能 还 有 一 个 正如 C. 波 利 亚 所 指出 的 原 
因 是 ，“ 对 一 些 教师 来 说 ， 数 学 是 一 套 严 格 的 
证 明 系 统 ，…… 在 课堂 上 讲授 时 ， 他 们 就 怕 由 


于 不 严谨 、 不 完全 而 有 损 于 个 人 威信 ” 〈 见 《数学 与 猜想 》 第 二 
卷 。176 一 177 页 )。 

不 妨 提出 这 样 的 问题 ， 我 们 去 学 习 数学 的 理论 、 方 法 或 数学 
定理 时 ， 怎 样 才 算 真正 “型 改 ” 了 呢 ? 对 此 问题 可 能 有 各 种 :说 
法 ， 但 是 多 数 高 明 的 数学 教师 和 研究 工作 者 会 同意 这 样 的 回答 
即 只 有 有 做 到 了 直观 上 昼 了 才 算 《 真 风 ?的 意 思 是 指 对 数学 的 理 
论 、 方 法 或 定理 能 够 洞察 其 直观 背景 ， 并 且 看 清楚 它们 是 如 何 从 
具体 特例 过 渡 到 一 般 (抽象 》 形式 的 。 如 此 说 来 ， 为 了 达到 “ 真 
全 或 彻底 领悟 的 境界 ， 就 不 能 只 留 在 弄 清 楚 演 经 论证 的 步骤 

， 而 必须 重视 具体 特例 的 分 析 ， 须 注意 直观 背景 素材 的 综合 ， 
地 因 须 生 过 大 基 的 联 志 力 和 括 生 力 居 背 攻 素 村 中 提出 时 本 夺 
最 一 般 性 的 规律 ， 这 就 是 反映 论 所 说 的 从 直观 思维 到 理性 认识 的 
“飞跃 ”》。 正 是 需要 经 历 这 种 “小 跃 ”》， 才 能 达到 真 懂 的 境界 ， 
这 样 数学 上 的 理论 、 方法 或 定理 就 好 象 是 你 自己 发 现 的 那样 ， 你 
就 能 用 自己 的 语言 把 它 复 述 出 来 ， 当 然 也 就 成 为 你 终生 不 忘 的 知 
识 了 。 : 

如 果 一 位 数学 教师 ， 仅 仅 给 学 生 讲 清楚 一 些 数 学 定理 的 证 明 
步骤 ， 而 不 指出 定理 的 直观 背景 和 整个 来 龙 去 脉 ， 则 就 好 比 让 人 
看 到 了 森林 中 的 许多 树木 ， 但 对 整 片 树林 的 形 貌 还 是 一 无 所 知 ， 
这 就 是 所 谓 “ 见 树 不 见 林 ”。 优 秀 的 数学 教师 当然 都 会 让 学 生 “ 
既 见 树 、 又 见 林 ”。 但 是 要 做 到 这 一 - 步 也 不 是 容易 的 事 。 首先 教 
师 本 身 要 对 数学 题材 有 一 番 生 动 直 观 的 整体 性 认识 和 分 析 概 括 ， 
使 题材 内 容 成 为 他 自己 脑海 中 非常 直观 浅显 的 东西 ， 这 样 才 可 能 
诱导 学 生 也 会 从 直观 上 真正 弄 懂 所 学 到 的 知识 。 

由 上 所 论 ， 可 见 生动 的 数学 直观 〈 或 直觉 ) 对 理解 数学 是 重 
要 的 。 不 仅 如 此 ， 由 于 数学 是 一 门 活生生 的 不 断 发 展 着 的 科学 ， 
我 们 还 需要 培养 学 生 主动 发 据 数 学 知 识 的 精神 以 及 创造 性 地 应 
用 数学 工具 的 能 力 ， 这样， 数学 直觉 力 这 个 因素 就 更 不 可 忽视 
了 。 因 此 ， 结 合 数学 教育 问题 来 看 ， 不 能 不 研究 下 列 了 两 个 问题 ， 


一 是 数学 直觉 的 确切 含义 是 什么 ? 它 具 有 哪些 内 容 和 作用 ? 

二 是 在 数学 教育 中 应 如 何 促进 数学 直觉 这 个 因素 去 发 挥 积极 
作用 ? 应 通过 怎样 的 过 程 去 培育 数学 直觉 能 力 ? 

在 本 文中 我 们 试图 围绕 这 两 个 问题 作 一 番 分 析 讨 论 。 但 只 是 
抛砖引玉 ， 和 希望 关心 高 校 数 学 教育 革新 的 同志 们 将 能 继续 深入 地 
研究 这 些 问题 。 


二 ， 数 学 直觉 的 含义 、 内 容 及 作用 

关于 数学 直觉 的 哲学 意义 的 讨论 ， 有 郑 毓 信 同 志 的 “数学 直 
觉 浅 析 ” 一 文 〈 载 哲学 研究 1983 年 ) 值得 参考 。 这 里 不 妨 再 按 
照 反映 论 观点 作 一 简短 说 明 。 事 实 上 ， 数 学 直觉 并 不 是 什么 神秘 
的 东西 。 作 为 一 种 思维 运动 形式 来 看 ， 它 是 人 脑 对 于 数学 对 象 事 
欧 《结构 及 其 关系 ) 的 基 和 直接 的 领 已 或 洒 察 。 这 是 一 种 不 包 全 
普通 罗 和 辑 推理 过 程 〈 但 可 能 包含 着 “ 合 情 推 悍 ” 形 式 ) 的 直接 司 
性 ， 故 属于 非 形式 逻辑 的 思维 活动 范畴 ， 而 通常 把 它 归 属于 现代 
心理 学 家 所 谓 的 “发 散 思维 ”范畴 。 

数学 直觉 往往 产生 于 经 验 、 观 察 、 归 纳 、 类 比 和 联想 的 项 
上 ， 有 时 以 心理 学 上 的 “ 顿 司 ” 形 式 出 现 ， 实 际 上 也 就 是 认识 过 
程 的 -- 种 飞跃 形式 。 例 如 ， 我 们 思考 一 -个 数学 问题 或 命题 。 有 了 时 
经 过 -- 段 曲折 道路 之 后 ， 忽 然 出 于 某 种 联想 而 豁然 开朗 或 是 想 
到 了 -~- 个 解决 方案 ， 或 是 猪 到 了 一 条 证 明 途 径 等 等 ， 这 些 就 是 以 
数学 直觉 为 基础 所 形成 的 顿悟 。 有 些 学 者 往往 把 直觉 和 顿悟 等 同 
起 来 ， 但 这 样 也 容易 引起 误会 。 因 为 一 般 数 学 直觉 未 必 都 是 瞬间 
完成 的 ， 通 常 它 需要 一 个 酝酿 过 程 ， 补 充 和 反应 过 程 ， 事 实 上 ， 
激 恪 和 顿悟 都 是 直觉 的 表现 形式 。 

总 之 ， 数 学 直觉 是 一 种 直接 反映 数学 对 象 结构 关系 的 心智 活 


动 形式 ， 它 往往 构成 思维 与 对 象 之 间 的 直接 联系 ， 并 以 直接 推 其 
形式 (例如 以 洞察 、 预 见 或 者 合理 猜想 等 形式 ) 把 握 住 对 象 关系 
的 本 质 。 正 是 上 述 思维 形式 能 够 促使 人 们 顶 见 通 向 真理 的 道路 ， 
彻底 悟 通 数学 真理 并 能 导致 创造 发 明 。 因 此 在 数学 教育 中 理应 把 
培养 数学 直觉 力作 为 一 个 不 容 忽 视 的 目标 。 

精 略 说 来 ， 直 觉 具 有 “了 解 事物 整体 ”的 作用 ， 还 具有 将 细 
节 “组 合成 和 谐 性 整体 ”的 性 能 (这 两 点 西方 哲学 启蒙 人 笛 卡 儿 
就 已 经 明确 地 解释 过 ) 。 此 外 ， 数 学 直觉 还 具有 审美 作用 ， 具 有 
辨别 真 伪 性 的 作用 。 特 别 值得 重视 的 是 ， 直 觉 有 时 能 把 一 些 事物 
间 的 隐 微 关系 串联 起 来 ， 给 人 们 提供 解决 疑难 的 线索 ， 或 者 揽 示 
某 些 论证 命题 的 路 线 。 所 以 数学 直觉 的 内 容 方面 很 广 ， 它 包含 着 
“审美 直觉 ”、“ 关 联 直 觉 ” 和 “ 辨 伪 直 觉 ” 等 等 ， 而 这 些 直觉 
又 是 相互 关联 的 。 

已 故 法 国 数学 家 阿达 玛 写 过 一 本 《数学 领域 的 发 明 心理 学 》， 
书 中 曾 发 挥 了 杰出 的 法 国 数学 家 庞 加 莱 关 于 数学 发 明 创造 的 学 
说 。 他 们 的 共同 见解 是 认为 数学 创造 发 明 的 关键 在 于 选择 数学 
观念 闻 的 “最 佳 组 合 "， 而 这 种 最 佳 选择 往往 就 是 依靠 “美的 直 
觉 ” 作 出 的 。 事 实 上 ， 任 何 -- 个 数学 工作 者 在 研究 过 程 中 部 会 遇 
到 无 数 可 能 的 组 合 ， 对 所 有 这 些 组 合 进行 研究 是 办 不 到 的 ， 其 中 
大 部 分 不 值得 研究 ， 少 部 分 会 出 成 果 ， 侦 而 会 出 现 百 年 难关 的 良 
机 。 历 史上 有 些 有 益 的 组 合 普 多 次 被 许多 人 遇 到 过 ， 然 而 只 有 适 
逢 其 人 才能 被 抓 住 ， 这 电 鉴 赏 力 高 低 是 个 重要 的 因素 。 正 如 存在 
文学 鉴赏 力 和 艺术 鉴赏 力 一 样 ， 也 存在 数学 鉴赏 力 。 只 有 一 个 具 
有 丰富 知识 和 高 度 赏 力 的 数学 工作 者 ， 才 能 根据 其 本 身 的 价值 而 
不 是 根据 当时 流行 的 观念 作出 判断 ， 从 而 选择 出 最 佳 的 组 合 。 数 
学 鉴赏 力 依赖 于 对 数学 美的 直觉 ， 依 赖 于 对 数学 美的 敏感 性 ， 因 
此 数学 美的 直觉 有 重要 的 作用 。 美 的 形式 千变万化 ， 美 的 标准 也 
是 各 式 各 样 的 ， 这 里 我 们 只 列举 两 条 标准 。 第 一 条 是 弗 兰 西 斯 。 
培根 早 就 揭示 过 的 标准 :“ 没 有 一 个 极 美的 东西 不 是 在 调和 中 有 着 
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某 些 奇异 ! ” (这 里 奇异 含有 达到 惊 情 和 诺 异 程度 的 例外 的 意思 
) 第 二 条 是 由 海 森 堡 所 归纳 的 标准 ，“ 美 是 一 个 部 分 与 另 一 部 分 
及 整体 的 固有 的 和 谐 。” 概 括 地 说 ， 一 种 是 “和 谐 美 ”， 一 种 是 
“奇异 美 ”。 

对 数学 而 言 ， 和 谐 美 表现 为 统一 性 、 简 单 性 、 对 称 性 、 不 变 
性 〈 守 恒 性 ) 、 恰 当 人 性 等 等 。 所 谓 统 -- 性 就 是 部 分 与 部 分 、 部 分 
与 整体 之 间 的 协调 一 致 。 两 干 年来、 科学 的 发 展 不 仅 不 断 地 向 人 
们 提供 对 世界 规律 的 新 认识 ， 同 时 也 不 断 地 把 种 种 令 人 赏心悦目 
的 图 景 贡献 给 人 类 。 大 自然 具有 统一 性 ， 数 学 作为 描述 大 自然 的 
语言 必然 也 具有 统一 性 ， 因 此 数学 的 统一 性 是 客观 世界 统一 性 的 
反映 。 从 解析 几何 、 微 积分 的 诞生 到 近代 数学 的 许多 重大 成 果 都 
体现 出 数学 的 统一 性 。 和 统一 性 相关 联 ,简单 性 也 是 数学 工作 者 追 
求 的 目标 。 庞 加 莱 说 :， “因为 简单 性 和 深远 性 二 者 都 是 美的 ， 所 
以 我 特别 愿意 寻求 简单 和 深远 的 事实 ，” 世 界 不 仅 是 统一 的 ， 并 
且 统 一 于 一 个 简单 的 规律 ， 而 在 繁杂 之 中 概括 出 一 种 简洁 明了 的 
规律 ， 则 给 人 一 种 美的 感 觉 。 例 如 F=ma，FE=mc” 等 都 是 既 
简单 而 又 意义 深远 的 范例 。 优 秀 的 诗词 讲究 用 最 少 的 字 表 达 最 丰 
富 的 内 容 ， 而 这 些 公式 用 字 之 少 ， 表 达 的 内 容 之 丰富 ， 远 非 任何 
一 首 诗词 所 能 比拟 的 ， 因 此 给 人 以 深刻 的 美的 享受 。 对 称 性 的 美 
是 众所周知 的 ， 恰 当 适 度 也 是 一 种 美 。 数 学 家 总 是 追求 充分 必要 
条 件 ， 最 佳 估计 ， 最 佳 遥 近 ， 不 多 不 少 ， 恰 到 好 处 ， 这 也 是 一 种 
美的 标志 。 正 如 同 我 们 说 一 个 雕塑 人 象 不 高 不 矮 ， 不 肥 不 瘦 ， 一 - 
切 部 份 都 适中 合 度 ， 恰 到 好 处 是 -一 种 美的 标志 一 祥 。 

另外 -种 重要 的 美 就 是 奇异 美 。 奇 异 是 一 种 美 ， 奇 异 到 极度 
i 是 -一 种 美 。 例 如 处 处 连续 处 处 不 可 微 的 函数 ， 皮 亚 诺 曲 线 等 ， 
数学 家 们 看 到 这 些 高 度 奇异 的 结果 时 的 感觉 与 人 们 看 到 极其 珍 
奇 的 艺术 品 时 所 感到 的 震颤 是 一 样 的 。 正 如 培根 所 说 的 那样 ， 
任何 一 个 极 美 的 东西 都 在 调和 之 中 包含 着 某 种 奇异 。 数 学 的 发 展 
就 象 情 彩 的 故事 一 样 的 波澜 起 伏 ， 扣 人 心弦 ， 既 在 情理 之 中 ， 又 


在 意料 之 外 ， 是 和 谐 与 奇异 的 统一 体 。 在 数学 史上 不 断 出 现 统一 
各 个 部 分 的 新 理论 ， 同 时 又 不 断 出 现 无 法 包括 在 这 个 理论 之 中 的 
奇异 的 对 象 ， 这 些 奇异 的 对 象 又 反 过 来 促进 数学 的 发 展 。 在 声 着 
戏 时 期 ， 毕 哥 达 拉 斯 学 派 以 有 理 数 为 基础 解释 宇宙 ， 并 且 册 认为 
已 经 达到 了 和 谐 与 统一 。 无 理 数 的 出 现 打 破 了 这 种 和 谐 ， 促 使 人 
们 从 依靠 直觉 、 经 验 而 转向 依 靠 证 明 ， 导 致 了 公里 几何 学 的 产 
生 。 在 很 长 一 段 时 期 内 ， 欧 氏 几何 几乎 是 全 部 严密 的 数学 的 基 
础 ， 和 谐 与 统一 的 典范 。 但 是非 欧 几何 的 诞生 又 打破 了 这 种 和 
谐 。 青 如 罗素 停 论 的 提出 ， 动 摇 了 集合 论 的 基础 。 这 些 都 是 迫使 
人 们 不 得 不 对 几何 基础 以 及 数学 基础 进行 更 深入 的 研究 。 许 多 奇 
异 对 象 的 出 现 ， 一 方面 打破 了 旧 的 统一 性 ， 另 一 方面 又 为 更 高 层 
次 上 建立 新 的 统一 贷 定 基础 。 虚 数 曾 经 被 认为 是 奇异 的 、 虚 幻 的 
对 象 ， 然 而 正 因为 有 了 虚数 ， 才 有 了 代 数 基本 定理 和 复 变 函数 
论 、 使 代数 与 分 析 学 分 别 在 更 高 的 层次 上 达到 了 和 谐 与 统一 。 
5- 函 数 是 具有 高 度 奇异 性 的 函数 ， 不 能 包含 在 古典 函数 的 范畴 
由 ,然而 正 因 为 有 了 5- 函数， 才能 建立 指数 函数 与 多 项 式 的 全 里 
叶 逆 变 换 ， 广 义 函 数论 才能 诞生 ， 线 性 常 系数 偏 微分 方程 的 一 般 
理论 才能 建立 起 来 。 在 线性 常 系数 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 建立 之 
后 ， 许 多 数学 家 满怀 信心 地 试图 在 广义 函数 论 的 基础 上 建立 线性 
系数 偏 微分 方程 的 一 般 理论 。 可 是 就 在 这 个 时 候 , 汉 斯 列 维 构造 
了 一 个 反例 ， 指 出 即使 在 广义 函数 的 范畴 内 ， 变 系数 方程 也 可 能 
无 解 ， 这 就 为 偏 微分 方程 研究 开辟 了 新 方向 。 数 学 中 这 样 的 例子 
很 多 ， 在 某 种 意义 上， 数学 中 的 和 谐 性 与 奇异 性 是 世界 的 统一 性 
和 多 样 性 在 数学 中 的 反映 。 客 现世 界 表 现 为 统一 性 与 多 样 性 的 统 
一 ， 而 数学 则 是 和 谐 性 与 奇异 性 的 统一 

在 数学 领域 里 ， 关 联 直觉 的 内 容 也 很 丰 寅 。 例 如 关于 序 的 直 
说、 相似 性 直觉 、 相 关 性 直觉 、 了 映射 关系 的 直觉 、 连 续 性 直觉 、 
对 称 性 直觉 等 属于 这 一 范畴 。 人 们 从 理 数 学 思考 时 ， 常 常 凭借 这 
类 直 多 产生 类 比 联 想 ， 把 表面 上 似乎 无 关 的 对 象 串联 起 来 ， 纳 入 


到 统一 的 更 高 层次 的 理论 框架 中 去 。 不 少 解决 问题 的 方法 和 途径 
是 通过 关联 直觉 发 现 的 。 例 如 微分 方程 与 差分 方程 、 积 分 与 级 
数 、 线 性 积分 方程 与 线性 代数 以 及 一 般 地 连续 与 离散 之 间 的 类 比 
联想 ,产生 了 许多 结 黑 。 这 些 都 是 关联 直觉 的 产物 。 在 关联 直觉 
中 ， 几 何 走 观 与 物理 直观 具有 头等 重要 意义 。 坡 克 斯 威 尔 有 把 每 
个 数学 物理 问题 在 头脑 中 构成 图 象 的 习惯 ， 而 几何 直观 甚至 图 画 
比喻 在 科学 思维 中 能 起 重要 的 作用 。 例 如 在 泛 函 分 析 中 对 无 穷 维 
空间 定义 了 向 量 、 长 度 和 内 积 ， 把 许多 分 析 结 果 变 成 几何 学 的 命 
题 。 借 助 这 个 类 比 ， 我 们 可 以 凭 几何 直观 去 猜测 分 析 学 中 的 新 定 
理 ， 先 用 初等 几何 的 直观 攻 出 定理 ， 然 后 用 泛 函 分 析 的 术语 去 证 
明 它 ， 许 多 数学 工作 者 其 实 就 是 这 样 作 的 。 物 理 直 观 也 是 十 分 重 
要 的 ， 从 积 微分 和 微分 方程 到 近代 的 纤 立 子 和 纤维 从 ， 物 理 和 数 
学 一 直 有 若干 丝 万 缕 的 联系 ， 物 理学 一 直 是 数学 创造 思想 的 丰富 
源泉 。 

“简单 性 是 真 的 印记 ”“ 美 是 真 的 光辉 ? ， 真 的 一 定 美的 ， 
我 们 可 以 参照 这 些 线索 去 寻找 真理 。 但 是 我 们 必须 注意 ， 简 单 性 
有 不 同 的 层次 ， 而 有 时 只 有 在 更 高 的 层次 上 才能 实现 真 和 美的 统 
一 。 如 果 只 坚持 在 同一 户 次 中 追求 简单 和 美 ， 则 会 导致 次 误 。 例 
如 ，、 圆 是 简单 完美 的 图 形 ， 古 人 曾经 设想 所 有 天 体 按 圆周 轨道 运 
动 ， 这 被 实践 证 明 是 错误 的 ， 后 来 正 是 生 顿 以 万 有 引力 定律 为 基 
础 ， 建 立 了 天 体 运 动 的 统一 理论 ， 才 在 更 高 的 层次 上 达到 了 真 和 
美的 统一 。 又 如 ， 在 很 长 的 时 期 内 欧 氏 几何 是 几乎 全 部 严密 数学 
的 基础 ， 微 积分 出 现 以 后 ， 大 批 分 析 学 的 结果 不 再 能 包括 在 初等 
几何 的 框架 之 内 。 但 是 当 我 们 用 无 穷 维 空间 代替 有 穷 维 空间 ， 用 
拓扑 结构 代替 欧 几 时 得 度量 ， 那 么 这 种 新 的 更 高 层次 的 “几何 ” 
依旧 是 数学 的 基石 之 一 。 我 们 还 要 指出 ， 虽 然 直觉 对 认识 真理 和 
发 展 真 理 有 重要 的 作 晶 ， 但 是 决 不 能 盲目 信任 直觉 的 作用 ， 或 让 
美的 鉴赏 力 一 类 的 词句 去 迷 住 眼 且 ， 以 致 看 不 见 一 切 主 观 思维 所 
县 有 的 危险 性 。 须 知 直觉 导致 错误 的 例子 数不胜数 ， 任 何 “数学 


直觉 俘获 来 的 战利品 ”都 需要 经 过 严格 逻辑 验证 ， 并 且 最 终 经 过 
客观 实践 的 检验 ， 才 能 成 为 真理 宝库 中 的 财富 。 因 此 ， 我 们 强调 

直觉 ， 并 不 是 否定 逻辑 的 作用 ， 事实 上 直觉 和 罗 辑 是 数学 创造 的 
双翼 ， 它 们 相互 补充 ， 交 互 为 用 ， 都 是 数学 工作 者 进行 创造 的 武 
右 。 


三 、 培 养 数学 直觉 是 数学 教育 的 一 项 重要 内 容 


直觉 并 不 神秘 ， 人 省 有 。 数 学 直觉 对 数学 工作 者 也 大 抵 如 
此 ， 只 不 过 多 少 不 同 而 已 。 竹 如 猜 谜语， 通常 成 年 人 较 小 孩 更 
容易 落 中 谜底 、 这 是 因为 成 年 人 生活 知识 丰富 ， 经 验 多 ， 从 而 联 
想 能 力 较 强 的 原故 。 从 小 孩 到 长 大 成 人 ， 猜 谜语 的 能 力也 随 之 
增长 ， 这 说 明 猜 谜语 的 能 力 是 后 天 培养 而 获得 的 。 我 们 既 学 会 猜 
谜语 ， 也 就 学 会 猜 定理 ， 狂 证明。 我 们 的 知识 越 多 ， 猜 的 经 验 越 
丰富 ， 猪 中 的 机 会 也 就 越 多 。 因 此 ， 猪 定理 者 证 明 的 能 力也 是 
可 以 通过 实践 培养 的 。 数 学 美的 鉴赏 - 力 和 艺术 美的 鉴赏 力 一 样 ， 
有 其 客观 的 标准 ， 人 们 可 以 经 过 培养 提高 自己 的 艺术 鉴赏 力 ， 同 
样 也 可 以 经 过 培养 提高 自己 的 数学 鉴赏 力 。 总 之 ， 数 学 直觉 是 可 
以 后 天 培养 的 。 实 际 上 每 个 人 的 数学 ; 直觉 也 是 不 断 提 高 的 。 比 
如 ， 对 小 学 生来 说， 引入 未 知 数 是 很 抽象 的 ， 但 对 大 学 生来 说 ， 
则 是 非常 具体 直观 的 对 象 。 而 群 、 环 、 域 、 张 量 、 黎 曼 曲 面 等 对 
大 学 生 感 到 非常 抽象 的 概念 ， 而 对 搞 范 畴 论 ， 拓扑 学 的 数学 工作 
者 来 说 ， 则 又 是 很 具体 的 对 象 了 。 这 一 方面 说 明 抽 象 有 不 同 的 等 
级 之 分 ， 另 一 方面 也 说 明 人 的 数学 直觉 力 水 平 是 可 以 通过 学 习 不 
断 提 高 的 。 

培养 数学 直觉 不 仅 是 可 能 的 ， 也 是 十 分 必要 的 。 大 学 教育 的 
目标 之 一 就 应 该 是 激 起 学 习 者 对 数学 科学 的 喜爱 并 获得 一 定 的 审 
美能 力 。“ 闭 教 者 使 人 继 其 志 ”， 如 果 教 师 能 使 学 生 热 爱 数学 ， 
那么 即使 他 现在 学 得 不 好 ， 将 来 也 一 定 会 学 好 ， 这 是 因为 只 有 
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“热爱 ” 才 是 最 好 的 考 师 。 反 之 ， 如 果 在 教学 过 程 中 学 生 感 到 数 
学 是 枯燥 无 味 或 艰 汲 难 懂 的 ， 甚 至 讨 天 数学， 那么 这 样 的 教学 自 
然 是 失败 的 。 正 如 同 没 有 音乐 鉴赏 力 的 人 上 听 不 懂 贝 多 芬 的 交响 乐 
一 样 ， 一 个 没有 数学 鉴赏 力 的 人 既 不 能 理解 数学 内 在 的 美 ， 也 不 
能 理解 到 生活 环境 里 处 处 存在 着 数学 的 旋律 ， 不 能 理解 从 物质 微 
人 震 颜 到 巨大 天 体 的 庄严 运行 都 服从 数学 的 定律 ， 从 而 也 
能 发 自 内 心地 热爱 数学 。 因 此 ， 教 师 应 该 通过 举例 分 析 教 会 学 
让 哈代 党 数学 ， 懂 得 数学 美 表现 在 哪些 地 方 ， 如 何 从 数学 美的 观点 
分 析 评 比 各 类 数学 定理 和 它们 的 证 明 方 法 。 比 如 特征 值 理论 美 在 
什么 地 方 ， 有 什么 用 人 处,“ 特征 ”两 字 应 该 如 何 理解 ， 代 数 基 本 定 
理 美 在 什么 地 方 ，“ 基 本 ”两 字 如 何 理解 ， 如 何 分 析 评 论 代数 其 
本 定理 的 各 种 证 法 等 等 。 为 了 培养 学 生 热 爱 数学 ， 还 要 选用 各 种 
典型 例子 去 启发 学 生 认 识 到 生活 中 处 处 有 数学 的 美 ， 数 学 是 大 自 
然 的 语言 ， 辩 证 法 的 辅助 工具 和 表现 形式 。 比 如 我 们 听课 或 听 报 
告 ， 有 时 收获 大 ， 有 时 收获 小 ， 但 我 们 习以为常 ， 没 有 深入 轧 
索 ， 从 来 没有 想到 把 收获 大 小 用 测量 表示 出 来 ， 一 个 人 总 说 文 
话 ， 我 们 也 没有 想到 把 “ 废 ” 的 程度 用 测量 表示 出 来 ， 没 有 想到 
这 里 面 有 什么 数学 理论 。 但 申 农 则 不 然 ， 他 从 这 里 面 提炼 出 信息 
量 、 多 余 庶 、 通 道 容量 、 抗 干扰 能 力 等 重要 概念 ， 指 出 信息 概念 
相当 于 热力 学 粹 的 负 信 即 “ 负 逮 ”。 接 着 ， 从 这 些 基本 概念 出 
发 ， 固 山 开 路 ， 遇 水 塔 桥 ， 克 服 前 进 路 上 的 重重 困难 ， 用 演绎 方 
法 建立 起 信息 论 的 理论 体系 ， 指 出 提高 抗 干 扰 能 力 和 通信 效率 的 
途径 ,为 通讯 理论 ,控制 论 ,生理 学 ,生物 学 其 至 社会 科学 开辟 了 新 
的 研究 道路 。 此 外 ， 对 高 年 级 学 生 或 研究 生 而 言 ， 通 过 举办 讲座 
或 课外 阅读 指导 , 那 怕 只 是 大 至 了解 一 下 外 尔 在 理论 物理 、 汉 : 诺 
依 受 在 量子 力学 、 捕 奕 论 、 数 理 经 济 、 电 子 计算 机 、 人 工 智能 ， 
维 纳 在 控制 论 ， 图 灵 在 计算 机 理论 ， 生物 化 学 与 形态 发 生 学 ， 托 
姆 在 突变 理论 等 方面 的 工作 梗概 ， 也 有 助 于 理解 到 数学 的 应 用 多 
么 广阔 ,影响 多 么 深远 ,这 些 数学 家 的 联想 力 又 是 多 么 丰富 ， 从 而 


会 提高 他 们 的 数学 鉴赏 力 ， 增 强 对 数学 科学 的 热爱 。 

数学 教育 的 另 一 个 重要 目标 ， 就 是 培养 学 生 的 创造 能 力 。 特 
别 是 在 教学 过 程 中 要 引导 学 生 大 胆 作 猜 想 ， 要 鼓励 学 生 学 习 猜 定 
理 ， 猜 证 法 。 狂 错 了 也 不 要 泼冷水 ， 而 要 鼓励 他 们 去 寻找 猜 错 的 
原因 。 最 近 国 内 已 经 出 版 了 波 利 亚 的 名 著 《 数 学 与 猜想 》 的 两 郑 
翻译 本 。 其 基本 题材 是 很 初等 的 ， 但 所 述 “ 合 情 推理 原则 ”具有 
-一般 性 ,很 值得 参考 。 著 名 数学 家 希 耳 伯 特 说 ;,“ 了 解 一 种 理论 的 
最 好 方法 是 找 出 然后 是 研究 那 种 理论 的 原型 的 具体 例子 。” 阿 蒂 
亚 也 说 ，“ 愿 向 学 数学 者 提出 最 有 用 的 建议 ， 就 是 对 响当当 的 大 
定理 问 问 有 无 特殊 情形 ， 既 简单 而 又 不 无 聊 。” 这 些 经 验 之 谈 不 
仅 指出 一 个 掌握 定理 的 方法 ， 同 时 又 给 人 们 指出 一 个 学 习 猜 定理 
的 方法 。 因 为 那些 响当当 的 大 定理 往往 是 数学 家 根据 一 些 简单 中 
体 的 原型 猜 出 来 的 。 和 定理 的 办 法 很 多 ， 我 们 可 以 利用 几何 直观 
去 策 测 定理 ， 例 如 用 有 限 维 空间 的 结果 去 猜测 泛 函 分 析 的 定理 ， 
用 见 获 情形 的 结果 猜测 连续 情形 的 结果 。 例 如 用 级 数 的 结果 去 簿 
测 积分 的 结果 ， 也 可 以 反 过 来 用 连续 的 结果 去 猜测 离散 的 结果 ， 
例如 根据 微分 方程 的 结果 猜测 差分 方程 的 结果 ， 等 等 。 席 加 莱 说 
“物理 学 不 仅仅 向 我 们 提出 问题 ， 而 且 还 能 使 我 们 预料 到 它 的 解 
答 。” 一 个 有 实际 经 验 的 人 常常 能 猜 到 某 些 问题 解 的 下 上 界 ， 甚 
至 可 以 猪 出 极 值 点 的 位 置 。 猜 的 途径 是 各 种 各 样 的 ， 甚 至 可 以 依 
据 哲 学 、 美 学 方面 的 准则 。 须 知 一 个 理论 在 美学 上 的 缺陷 ， 常 党 
也 是 它 在 科学 上 的 缺陷 。-- 个 人 学 识 越 渊博 ， 联 想 力 越 丰 富 ， 途 
径 就 越 多 。 前 面 提 到 的 庞 加 荣 、 希 耳 伯 特 、 外 尔 、 汉 . 诺 依 曼 、 申 
农 、 维 纳 、 图 灵 、 托 姆 等 人 都 是 有 说 服 力 的 例子 。 我 们 所 提 到 不 少 
兴趣 广泛 、 富 有 直觉 力 的 数学 家 ， 他 们 都 无 例外 地 具有 为 实际 应 
出 目 的 去 开发 数学 新 领域 的 精神 素质 。 显 然 ， 这 种 精神 素质 也 应 
该 是 我 们 培养 人 才 时 所 不 可 忽视 的 重要 方面 ， 因 为 只 有 具备 这 种 
精神 素质 的 人 ， 才 能 真正 作 到 面向 世界 ， 面 向 未 来 。 

综 上 所 论 ， 我 们 提出 了 数学 直觉 力 的 培养 应 成 为 数学 教育 重 


要 内 容 之 一 的 论点 。 据 据 这 种 论点 ， 也 就 必然 要 提出 现今 高 掖 数 
学 教材 必须 进行 革新 的 问题 。 我 们 赞成 这 样 的 观点 ， 大 学 数学 课 
程 的 各 门 教材 应 该 弄 得 少 一 些 、 活 一 些 。 教 材 应 该 反映 时 代 的 进 
步 面貌 ， 所 以 “力求 新 颖 ”是 必要 的 。 此 外 ，“ 少 而 精 ” 原 则 也 
是 大 家 一 贯 提倡 的 。 看 来 只 有 “ 活 一 些 ” 这 一 条 大 有 讨论 的 必 
要 。 怎 样 搞 得 活 -一 些 呢 ?按照 本 文 的 观点 ， 就 是 要 设法 把 培养 “ 
数学 直觉 力 ” 的 因素 考虑 进去 。 比 方 说 ， 在 数学 教材 或 教学 参考 
书 中 讲 讲 “ 数 学 美的 评判 标准 ， 深 进 一 些 讲授 “数学 猿 想 ” 艺 
术 和 有 关 “ 数 学 发 现 ” 技 巧 的 题材 ， 这 些 题材 如 能 处 理 恰当 ， 则 
对 进行 启发 式 教学 和 培养 学 生 的 创造 能 力 应 该 是 十 分 有 利 的 。 此 
外 ， 我 们 还 认为 辩证 唯物 主义 认识 论 〈 或 反映 论 ) 的 学 习 ， 包 括 
数学 发 展 史 与 数学 方法 论 的 学 习 ， 对 于 培养 创造 能 力 的 人 才 来 说 
也 是 必 不 可 少 的 。 

《 刘 则 渊 辐 志 对 本 文 提出 有 益 意 见 , 已 做 修改 ,特此 致谢 。) 


本 文 是 作者 与 张 渔 庆 合 写 多 论文 ， 原 载 大 连 工 学 院 纺 《 高 等 教育 研究 》1984 年 
党 工期 ， 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 。 
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数学 研究 的 目的 


众所周知 ， 现 代 科 学 技术 处 处 都 要 用 到 数 
学 。 事 实 上 ， 对 各 科技 领域 中 许多 问题 的 分 
析 ， 都 将 归结 为 数学 课题 的 研究 。 此 外 ， 数 学 
在 其 本 身 的 发 展 过 程 中 ， 还 要 解决 一 系列 或 大 
或 小 、 或 难 或 易 的 内 部 问题 ， 这 即 为 数学 本 身 

研究 内 容 。 

普遍 认为 ， 数 学 主要 是 关于 理想 化 的 “ 量 
化 模式 ”的 研究 。 这 一 观点 是 英国 数学 家 兼 哲 
学 家 怀特 海 于 40 多 年 前 提出 的 。 如 果 使 用 “ 模 
式 ” 这 个 词 来 表示 事物 〈 包 括 抽 象 物 ) 关系 结 
构 的 形式 模型 ， 那 么 则 可 以 说 ， 数 学 在 各 个 不 
同 的 抽象 化 层次 上 ， 避 大 从 业已 模式 化 的 个 你 

出 发 ， 在 进 一 a 
起 进行 研究 。 显然 ， 现 代数 学 请 分 支 的 发 展 情 
况 正 好 说 明了 这 一 吾 实 。 

由 此 可 见 ， 现 代 科 学 研究 的 目的 无 非 是 要 
发 现 数学 模式 、 构 造 数学 模式 以 及 扩充 和 发 展 
数学 模式 。 这 里 应 对 数学 模式 的 含义 作 广泛 的 
理解 。 例 如 ， 不 仅 工程 师 和 应 用 数学 家 使 用 的 


各 种 数量 模型 都 可 视 为 数学 模式 ， 而 且 关 于 各 种 数学 问题 的 处 理 
方式 和 解决 方法 以 及 各 种 数学 理论 结 构 体系 ， 也 都 属于 模式 之 
列 。 小 而 言 之 ， 哪 怕 是 一 个 数学 公式 、 一 条 数学 定理 、 一 种 计算 
方法 或 是 一 个 带 有 某 种 一 般 性 的 数学 概念 ， 也 应 看 作 是 一 种 或 大 
或 小 的 模式 。 当 然 ， 凡 是 数学 模式 都 应 具备 一 意 性 、 精 确 性 和 一 
定 条 件 下 的 普 适 性 。 

数学 模式 是 在 一 定 的 抽象 层次 上 反映 和 表现 关系 结构 的 。 因 
此 ， 如 何 运 用 思维 技巧 和 特定 的 逻辑 工具 去 发 现 、 提 炼 、 设 计 、 
构筑 和 表现 各 种 合理 而 有 用 的 关系 结构 (或 结 均 系 统 )， 便 成 为 数 
学 创造 性 研究 的 主要 内 容 。 在 近 现 代数 学 发 展 史上 ， 许 多 有 杰出 
贡献 的 数学 家 都 是 最 善于 发 现 和 构筑 关系 结构 体系 的 能 工 巧 渤 。 


数学 中 的 发 现 和 发 明 


数学 中 的 概念 、 人 公里、 命题 、 人 公式、 证 明 以 及 各 种 理论 系 
统 ， 究 竞 是 发 现 的 还 是 发 明 创造 出 来 的 ? 这 是 个 需要 认真 讨论 的 
问题 ， 数 学 家 们 对 此 众说 纷 经 。 

最 简短 的 辩论 可 以 这 样 开始 有 A、B 两 人 ，A 认为 象 
3 十 5=8& 这 样 一 个 等 式 只 能 被 发 现 而 不 能 被 发 明 ， 因 为 它 反 电 了 
客观 存在 的 一 种 数量 关系 ， 而 这 种 关系 显然 不 是 人 创造 出 来 的 ; 
但 B 认为 ， 黎 曼 关于 多 值 复 变 函数 单 值 化 的 黎 曼 面 这 种 纯 想 象 
草创 造物， 不 能 在 现实 世界 中 找到 相应 的 原型 。 于 是 ， 也 许 会 有 
一 个 第 三 者 C 出 来 说 ， 看 来 初等 数学 的 题材 ， 多 半 是 直接 反映 
现实 世界 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 模式 ， 因 此 可 认为 是 被 发 现 
的 引物 ， 而 现代 高 等 数学 中 的 许多 东西 ， 多 半 是 人 脑 纯 理想 的 “ 
自由 构造 或 创造 ”， 所 以 应 看 作 是 被 发 明 的 产物 。 

这 样 ，C 所 采取 的 调和 折衷 的 观点 ， 就 可 能 同时 为 A、B 双 
方 所 接受 ， 但 仍然 没有 从 根本 上 解决 “数学 发 现 ” 与 “数学 成 
明 ” 的 争议 问题 。 因 为 数学 科学 是 一 个 统一 休 ， 初 等 数学 与 号 衬 


数学 只 有 层次 上 的 不 同 ， 而 作为 反映 关系 结构 的 模式 却 并 无 本 质 
区 别 。 

发 现 与 发 明 的 争议 始终 存在 于 数学 哲学 界 的 柏拉图 主义 派 与 
直觉 主 义 派 之 间 。 前 者 坚持 数学 对 象 的 客观 存在 性 ， 后 者 强调 数 
学 构造 的 主观 创造 性 。 例 如 ， 直 觉 主义 派 的 鼻祖 罗 内 克 坚 持 认 为 
除了 自然 数 是 上 帝 创 造 出 来 的 之 外 ， 数 学 中 的 其 余 一 切 事 物 都 是 
人 们 心灵 的 创造 物 ， 也 就 是 发 明 的 产物 。 

既然 数学 的 实质 是 分 析 、 建 立 并 研究 “关系 结构 的 量化 模 
式 ”， 因 此 “发 现 说 ”与 “发 明说 ”的 争议 根源 可 以 归结 为 数学 
模式 的 客观 性 与 主观 性 问题 。 

笔者 曾 与 郑 镁 信和 在 一 篇 题 为 《 略 论 数学 真理 及 真理 性 程 
度 》 的 文章 《 《自然 辩证 法 研究 》1988 年 1 第 期 ) 中 对 数学 模 
式 的 客观 性 作 过 一 般 性 分 析 。 主 要 论点 为 ， 

第 一 ， 合 理 的 数学 模式 应 该 是 一 种 具有 真实 背景 的 抽象 物 ， 
而 且 完 成 模式 的 抽象 过 程 理应 遵 符 科学 抽象 的 法 则 《这 里 所 说 的 
抽象 未 必 是 建立 在 原型 之 上 的 直接 抽象 ， 也 可 以 是 较为 间接 的 或 
多 层次 的 抽象 )》， 因 此 必须 首先 肯 定数 学 模式 在 内 容 上 的 客观 
性 。 

第 二 ， 数 学 模式 是 创造 性 思维 的 产物 《有 时 甚至 包含 很 高 的 
构造 技巧 ) ， 它 们 一 旦 得 到 明确 的 构造 ， 即 可 获得 相对 独立 性 ， 
从 而 人 们 就 只 能 客观 地 对 它们 加 以 运用 和 研究 。 这 就 如 同 奕 棋 一 
样 ， 规 则 既定 ， 棋 手 们 就 必须 严格 遵循 ， 而 “棋谱 ”也 就 成 为 客 
观 研究 的 对 象 。 从 组 合 数学 的 观点 看 ， 完 全 人 为 的 “棋谱 ”也 可 
成 为 组 合 分 析 的 有 趣 题材 。 

上 述 第 二 点 不 仅 说 明了 数学 模式 “形式 上 的 客观 性 ” ， 而 且 
指出 即使 是 纯 心智 的 构造 物 也 可 成 为 数学 研究 的 客观 对 象 。 

可 见 ， 在 数学 的 创建 过 程 中 发 明 与 发 现 是 交互 为 用 的 。 着 眼 
于 数学 模式 的 创建 技巧 ， 可 称 之 为 发 明 ， 着 眼 于 模式 的 客观 性 以 
及 对 客观 关系 的 揭示 ， 则 称 之 为 发 现 。 例 如 ， 遂 常人 们 说 牛顿 和 


菜 布 尼 效 发 现 了 微 积分 基本 原理 ， 这 是 不 错 的 ， 因 为 基本 原理 本 
来 是 客观 存在 的 一 种 关系 结构 ， 但 是 也 可 以 说 ， 和 牛顿 和 布 菜 尼 兹 
发 明了 微 积分 ， 因 为 他 们 所 引进 的 一 系列 运算 符号 和 算法 技巧 又 
带 有 人 为 制作 的 性 质 。 

一 般 说 来 ， 运 用 智慧 去 创造 模式 可 称 之 为 创造 和 发 明 ， 揭 示 
客观 关系 则 称 为 发 现 。 但 在 数学 中 ， 模 式 往往 反映 客观 关系 ， 所 
以 按照 柏拉图 主义 者 的 说 法 ， 数 学 模式 模式 将 创造 出 来 的 称 之 为 
发 现 亦 无 不 可 。- 

庞 加 莱 的 发 明 心理 学 

数学 发 现 与 发 明 的 思维 规律 ， 属 于 数学 创造 心理 学 的 范畴 。 
法 国 数学 家 庞 如 菜 和 阿达 玛 ， 总 结 了 近 100 年 的 数学 创造 活动 ， 
为 “数学 领域 的 发 明 心 理学 ”商定 了 初步 基础 。 

按照 他 们 的 观点 ， 无 论 是 数学 还 是 物理 学 ， 其 发 明 或 发 现 的 
方法 都 是 相似 的 。 所 谓 发 现 或 发 明 无 非 是 一 种 “选择 ”。 正 象 物 
理学 家 选择 “可 发 现 定律 之 事实 ” 乃 是 获得 各 项 发 现 的 关键 那 
样 ， 茂 学 的 创造 发 明 是 在 数学 事物 无 穷 无 尽 的 组 合 之 中 选择 最 有 
用 的 ， 组 合 抛弃 无 用 的 组 合 。 

储备 有 一 定数 学 知识 的 人 都 或 多 或 少 地 有 着 一 种 关于 “数学 
秩序 ”的 直觉 ， 即 关于 数学 岂 物 关系 和 谐 性 的 直觉 。 这 种 直觉 决 
定 了 可 导致 发 明 的 选择 能 力 。 

阿达 玛 在 《数学 领域 的 发 明 心 理学 》- 一 书 中 ， 详 尽 论 述 了 数 
学 直觉 的 心理 要 素 ， 指 出 数学 直觉 的 本 质 就 是 某 种 “美感 或 “ 
美的 意识 ”。 其 实 ， 这 就 是 对 于 数学 事物 间 存 在 着 的 某 种 隐藏 
的 、 和 谐 的 、 简 单 的 关系 与 秩序 的 直觉 意识 。 

由 数学 直觉 导 j 致 “最 佳 选择 ”的 心智 活动 形式 为 “ 顿 司 ”， 
而 顿悟 产生 之 前 往往 存在 一 个 未 被 清楚 认识 到 的 * 无 意识 过 程 ”。 
该 过 程 受 “美的 意识 ”的 支配 ， 它 是 酝酿 选择 的 契机 。 所 以 ， 无 
意识 活动 或 大 脑 的 不 自觉 工作 ， 常 能 导致 顿悟 的 出 现 。 


但 是 ， 如 果 事 先 没 有 自觉 的 工作 和 有 意识 的 努力 ， 大 脑 机 器 
没有 经 过 充分 发 动 ， 或 者 经 历 了 一 个 或 长 或 短 的 “ 脑 风 暴 ” 阶 
段 ， 那 么 也 不 大 可 能 导致 三 酿 顿 悟 的 无 意识 过 程 。 庇 加 莱 曾 在 
《 论 数学 创造 》 一 文中 介绍 了 他 发 现 福克斯 函数 类 的 亲 考 经历， 
阐明 了 上 述 创 造 规律 。 事 实 上 ， 凡 从 事 过 数学 创造 性 研究 工作 的 
人 都 或 多 或 少 地 会 有 上 述 类 似 经 验 。 

无 意识 活动 能 产生 顿悟 或 灵感 的 经 验 ， 早 就 为 文学 艺术 家 所 
体验 到 了 。 例 如 ， 中 国 宋代 大 文 察 欧阳 修 曾 有 过 所 谓 “三 上 文 
章 ” 的 经 验 ， 即 他 的 一 些 杰 作 的 构思 大 多 产生 于 而 上 、 马 上 和 忱 
上 。 

为 什么 无 意识 活动 过 程 能 产生 出 有 用 的 顿 信 〈 即 观念 组 合 的 
最 优选 择 ) 呢 ? 虽然 现代 创造 心理 学 家 非常 重视 庞 卡 菜 的 “无 意 
识 活 动 ” 理 论 ， 但 返 今 未 能 彻底 揭示 出 “顿悟 ?产生 过 程 的 全 部 
心理 活动 机 制 。 一 般 认 为 ， 在 心智 活动 的 无 意识 交界 ， 人 脑 所 具 
有 的 那 种 关于 事物 关系 和 谐 性 的 美感 〈 审 美意 识 ) 能 力 ， 可 免除 
任何 定向 思维 所 带 来 的 条 条 框框 的 束缚 ， 因 而 能 够 最 自由 地 、 从 
容 不 迫 地 去 帮助 大 脑 作出 最 优选 择 ， 这 就 导致 了 顿悟 的 产生 。 

可 见 ， 庞 加 菜 一 阿达 玛 关于 数学 创造 思维 的 学 说 ， 相 当 深 入 
地 阐明 了 自觉 工作 与 不 自觉 工作 、 有 意识 努力 与 无 意识 活动 之 间 
的 辩证 关系 。 

数学 创造 的 一 般 心 智 过 程 

庞 加 莱 曾 说 过 ， 只 有 人 靠 有 意识 的 工作 才 可 能 驱使 原来 挂 在 墙 
上 的 “观念 原子 ”飞舞 起 来 ， 并 通过 它们 之 间 的 自由 而 有 选择 的 
结合 ， 产 生出 新 思想 和 有 用 概念 。 

现代 创造 心理 学 认为 ， 脑 风暴 是 -一 种 在 脑海 中 迅猛 涌现 出 种 
种 联想 、 猪 想 、 想 象 和 非 逻 辑 思 维 〈 包 括 直觉 推断 等 ) 的 心智 活 
动 形 态 ， 这 类 思维 活动 形态 又 称 为 发 散 思维 。 有 成 效 的 脑 风暴 ， 


必须 联系 着 一 个 明确 的 目标 ， 如 要 求解 决 某 个 数学 问题 或 希望 获 
得 某 种 数学 发 现 等 。 一 般 说 来 ， 脑 风暴 的 目的 性 越 强 ， 发 散 思维 
的 联系 中 心 就 越 明确 ， 从 而 有 利于 问题 的 迅速 解决 。 

通常 ， 在 脑 风暴 的 初始 阶段 ， 往 往 只 能 产生 出 一 些 平凡 的 思 
想 、 观 念 及 其 组 合 ， 它 们 并 不 能 帮助 解决 问题 。 因 此 ， 有 必要 使 
脑 风暴 持续 下 去 ， 比 方 说 持续 一 两 个 小 时 ， 在 最 后 半 小 时 内 ， 便 
可 能 出 现 廖 廖 无几 的 或 极为 罕见 的 思想 或 观念 。 这 是 一 种 不 同 于 
顿悟 的 “ 渐 司 ?。 

无 论 浙 悟 或 顿悟， 通常 只 是 帮助 研究 工作 者 获得 合理 的 设想 
或 正确 的 预见 的 思路 。 要 实现 设想 和 实证 预见 ， 往 往 还 须 继续 进 
行 有 意识 的 甚至 是 十 分 艰巨 的 工作 。 

以 上 所 述 乃 是 一 般 科学 创造 的 心智 过 程 。 就 数学 领域 的 创造 
活动 而 言 ， 发 散 思 维 有 其 特定 的 内 容 。 例 如 ， 数 学 上 的 种 种 形象 
思维 、 几 何 空间 结构 的 直观 现象 、 几 何 与 分 析 之 间 的 类 比 联 想 、 
从 有 限 到 无 限 的 形式 模拟 、 代 数 结构 之 间 的 关系 猜测 、 数 学 探索 

的 合 情 推理 〈 又 称 似 真 推理 ) 等 等 ， 均 在 此 范畴 之 列 。 

不 过 ， 要 确立 一 个 数学 成 果 或 真正 解决 一 个 数学 问题 ， 还 必 
须 进 行 认真 的 论证 或 验证 工作 ， 这 就 需要 一 丝 不 苟 的 逻辑 分 析 思 
维 ， 即 心理 学 上 所 说 的 收敛 思维 。 

今天 ， 电 子 计 算 机 已 成 为 数学 研究 的 重要 助手 ， 它 改变 了 数 
学 创造 性 研究 活动 仅 依靠 人 脑 进行 非 迎 得 思维 与 逻辑 思维 的 传统 
方式 。 事 实 上 ， 借 助 于 现代 计算 机 的 “科学 计算 ”手段 ， 可 大 规 
模 地 系统 地 进行 数值 实验 ， 用 于 发 现 规律 ， 检 验 思 路 ， 显 示 合理 
的 方案 和 猜想 ， 这 大 大 扩展 了 人 脑 所 能 执行 的 发 散 思 维 的 领域 。 
此 外 ， 科 学 计算 还 可 完成 人 力 所 不 能 办 到 的 最 终 的 论证 工作 ， 如 
“四 色 定 理 ” 的 证 明 。 

可 以 认为 ， 数 学 上 的 创造 或 发 明 往 往 开始 于 不 严格 的 发 散 电 
维 ， 继 之 以 严格 的 逻辑 分 析 思 维 即 收敛 思维 。 而 以 计算 机 为 工具 
的 现代 科学 计算 ， 则 能 够 必 助 数学 工作 者 大 大 扩展 数学 创造 中 所 
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需要 的 发 散 思维 与 收敛 思维 两 方面 的 能 力 。 
实际 上 ， 数 学 创造 的 心智 活动 过程 是 异常 复杂 的 。 限 于 篇 
幢 ， 本 文 不 能 通过 剖析 实例 来 加 以 详细 说 明了 。 


关于 数学 抽象 的 几 个 基本 法 则 


既然 数学 的 研究 对 象 主要 是 “量化 模式 ”， 了 而 模式 又 是 抽象 
物 ， 所 以 数学 研究 往往 离 不 开 抽 象 思 维 。 本 文 不 准备 从 心理 学 角 
度 来 考察 数学 抽象 思维 的 活动 规律 ， 而 是 从 数学 模式 本 身 的 客观 
要 求 来 讨论 数学 抽象 过 程 的 普遍 法 则 。 

在 《数学 抽象 度 概念 与 抽象 度 分 析 法 》 一 文 《《 数 学 研究 与 
评论 》1985 年 第 2 期 ) 中， 笔者 与 张 洪 庆 曾 把 “ 弱 抽 象 ”与 
“ 强 抽象 ”的 两 种 基本 过 程 表述 为 两 条 抽象 思维 的 基本 法 则 ， 并 讨 
论 了 它们 的 一 系列 例子 。 后 来 ， 我 们 又 考察 了 现代 分 析 数 学 、 几 
何 学 与 拓扑 学 以 及 抽象 代数 学 的 -- 些 分 支 ， 再 加 上 数学 基础 问题 
的 某 些 研究 领域 ， 觉 察 到 近 、 现 代数 学 家 们 除了 到 处 运用 弱 抽 象 
与 强 抽 象 的 思维 法 则 之 外 ， 还 在 不 同 的 具体 场合 巧妙 地 利用 了 其 
他 三 条 抽象 思维 法 则 。 这 样 ， 至 少 可 以 列举 出 五 条 关于 数学 抽象 
过 程 的 具有 普遍 意义 的 基本 法 则 ， 第 一 ,特征 分 离 概括 化 法 则 ;第 
二 ， 关 系 定性 特征 化 法 则 ， 第 三 ， 新 元 添加 完备 化 法 则 ， 第 四 ， 

结构 关联 对 偶 化 法 则 ， 第 五 ， 公 理 更 新 和 谐 化 法 则 。 特 需 指出 ， 
于 述 这 些 法 则 或 原则 并 不 是 任何 个 人 的 发 明 或 创造 ， 而 是 思 \ 维 反 
矶 数学 模式 客体 所 必须 遵循 的 客观 规律 。 

第 一 法 则 简称 “特征 概括 原则 ”， 是 数学 工作 者 引进 一 般 性 
概念 、 拓 广 已 有 数学 模式 时 常用 的 抽象 法 则 。 例 如 ， 使 用 此 原则 
引进 抽象 的 “距离 空间 ”概念 时 ， 要 先 将 欧 氏 空间 中 的 距离 特征 
〈 非 负 性 、 对 称 性 、 三 角 不 等 式 等 ) 抽调 出 来 ， 用 形式 化 的 数学 
语言 表述 为 公 弄 ， 再 把 符合 距离 公理 的 全 体 元 素 〈 集 合 ) 规定 为 

一 个 莲 遍 范畴 ， 即 名 之 为 距离 空间 。 这 须 用 到 经 典 集合 论 中 的 “ 


概括 原则 ”。 事 实 上 ， 抽 象 代数 、 泛 函 分 析 与 拓扑 学 中 的 许多 数 
学 结构 以 及 各 种 抽象 系统 、 抽 象 空 间 和 某 些 普遍 关系 属性 等 概 
念 ， 都 是 运用 特征 概括 原则 得 出 来 的 。 

第 二 法 则 是 关于 强化 结构 的 法 则 。 它 的 运用 包括 两 个 步 又 ， 
首先 ， 在 一 个 系统 的 对 象 〔 元 素 ) 之 间 引 进 某 种 新 的 关系 〈 如 某 
种 映射 、 对 应 关系 或 运算 法 则 等 ， 从 而 在 新 形成 的 关系 结构 中 
把 某 种 新 出 现 的 性 质 作为 特征 予以 规定 下 来 ， 然 后 ， 利 用 概括 原 
则 把 它 规定 为 一 个 普遍 范畴 或 某 种 普遍 属性 ， 当 然 ， 还 可 把 具备 
此 种 属性 的 元 素 全 体 定义 为 -- 个 类 。 例 如 ， 代 数 系统 的 同 态 与 同 
构 、 拓 扑 的 同 胚 、 置 换 群 的 正规 子 群 与 高 群 、 康 托 尔 的 超 穷 基数 
与 序数 及 其 运算 法 则 、 数 理 逻 辑 中 的 哥 德 尔 序数 以 及 函数 的 可 微 
性 与 可 积 性 等 属性 概 念 的 界定 ， 都 是 上 述 “ 关 系 定性 特征 化 法 
则 ”的 具体 应 用 。 

为 什么 第 二 法 虽 可 称 为 强化 结构 的 法 则 呢 ? 举例 来 说 ， 函 数 
的 连续 性 是 函数 的 一 种 结构 属性 ， 如 果 对 连续 函数 引进 差 商 的 极 
限 运算 ， 则 能 在 极限 存在 的 情况 下 进一步 获得 “可 微 性 ”， 由 此 
便 可 引出 “可 微 性 ”的 一 般 概念 ， 而 可 微 性 当然 是 比 连 续 性 更 强 
的 一 种 结构 属性 。 

相 比 之 下 ， 后 三 个 基本 法 则 就 显得 较为 特殊 一 些 ， 但 它们 的 
应 用 范围 仍然 很 广 。 

由 于 数学 的 结构 系统 往往 和 运算 相 联 系 ， 因 而 必然 会 产生 运 
算 能 否 在 原 结构 系统 上 畅行 无 阻 的 问题 。 例 如 ， 在 有 理 数 系统 上 
引进 家 跟 运 算 后 ， 马 上 就 会 出 现 极限 是 否 总 存在 的 问题 ， 于 是 必 
须 把 无 理 数 作为 新 元 素 补充 到 原 结 构 中 去 ， 才 能 使 之 成 为 具有 完 
备 性 的 实数 系统 。 把 这 种 思想 方法 提高 成 为 一 般 法 则 ， 就 称 之 为 
«新 元 添加 完备 化 法 则 ”， 即 第 三 法 则 。 在 实 变 表 数理 论 中 ， 象 
勒 贝 格 可 积 函 数 与 平方 可 积 隐 数 概念 的 引入 , . 使 得 L， 与 L; 均 
成 为 完备 空间 ， 也 是 第 三 法 则 的 应 用 实例 。 事 实 上 ， 在 现代 泛 函 
分 析 、 拓 扑 学 、 广 义 函 数论 及 偏 微分 方程 理论 等 领域 中 ， 到 处 者 


会 发 现 第 三 法 则 的 妙用 。 

一 般 说 来 ， 用 好 第 三 法 则 的 关键 是 要 恰当 地 规定 “新 元 素 ” 
的 概念 。 新 元 素 往 往 要 依靠 原 结构 系统 中 元 素 集 合 的 某 种 “等 价 
类 ”来 获得 恰当 的 定义 ， 而 其 中 集合 类 的 “等 价 条 件 ” 要 由 相应 
的 运算 来 规定 。 结 合 现 代数 学 中 的 具体 例子 ， 就 不 难 理解 这 里 所 
给 出 的 一 般 性 提示 。 

第 四 法 则 也 是 数学 研究 中 常用 的 ， 最 简单 的 例子 莫 过 于 欧 氏 
几何 学 中 的 “对 偶 原理 ”。 在 平面 几何 中 ， 人 们 发 现 由 点 、 线 等 
关系 结构 形成 的 几何 命题 或 定理 ， 若 将 点 线 互 换 ， 并 把 诸 种 几何 
关系 换 成 相应 的 对 偶 关系 ， 所 得 到 的 新 命题 或 新 定理 仍然 成 立 。 
这 样 , .几何 中 的 每 条 定理 及 其 对 偶 定理 只 须 证 明 其 一 就 够 了 。 另 
如 ， 在 证 函 分 析 中 为 研究 一 个 函数 空间 的 结构 往往 转 而 研究 其 对 
偶 空 间或 共 辆 空间 ， 在 博 奕 论 中 研究 对 偶 策 略 ， 在 数学 规划 论 中 
考虑 对 偶 规 划 ， 以 及 在 积分 变 换 与 数列 变换 中 研究 互 逆 变 换 等 
等 ， 都 是 把 一 对 数学 结构 按 对 偶 化 法 则 关联 起 来 ， 以 便于 更 好 地 
解决 问题 。 

要 发 现 一 个 数学 结构 〈 或 关系 模式 ) 的 对 偶 结构 ， 需 具有 分 
析 性 的 抽象 思维 和 一 定 的 洞察 力 。 通 常 ， 类 比 联想 的 思考 方法 会 
在 这 里 起 到 助手 作用 。 

第 五 法 则 是 -~ 个 利用 更 换 基本 公设 或 公理 以 排除 数学 悖 论 的 
重要 法 则 ， 它 也 适用 于 处 理 物理 科学 中 的 悖 论 问 题 。 举 例 来 说 ， 
绝对 时 空 观 与 “ 光 行 距 ” 实 验 结果 的 矛盾 曾 导 致 物理 学 产生 著名 
悖 论 ， 但 爱 因 斯 坦 提 出 “在 任何 体系 中 光速 不 变 ” 这 条 新 的 基本 
假设 〈 即 狭义 相对 论 的 基本 公理 ， 认 为 任何 运动 系统 中 的 “ 光 行 
距 ” 是 度量 时 间 长 短 的 唯一 准则 ) 后 ， 便 否定 了 绝对 时 空 观 ， 从 
而 立即 消除 了 .上述 悖 沦 。 

数学 上 有 一 个 古老 的 伽利略 悖 论 ， 意 思 是 说 白 然 数 和 一 切 胖 
方 数 可 -一 对 应 起 来 ， 因 而 可 以 认为 ， 平 方 数 集合 和 自然 数 集合 
具有 回 样 多 的 成 元 ， 即 它们 是 同样 大 的 集合 ， 但 前 者 又 明明 是 后 
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者 的 真子 集 ， 于 是 这 就 和 “部 分 小 于 整体 ”的 公理 发 生 了 矛盾 。 
康 托 尔 和 戴 得 金 解决 这 个 迟 论 的 方法 是 ， 把 元 素 间 的 “一 一 对 
应 ”作为 无 穷 或 有 穷 集合 之 间 彼 此 “等 价 ” 的 基本 准则 〈 即 基本 
公理 ) ， 从 而 可 以 不 承认 “部 分 小 于 整体 ”的 特殊 公理 对 无 穷 集 
合 也 适用 。 这 样 ， 悖 论 就 被 排除 掉 了 。 

在 微 积分 的 早期 发 展 史上 ， 曾 有 过 著名 的 贝克 莱 悖 论 . 它 是 
针对 牛顿 的 “ 流 数 术 ” 〈 求 微 商 步 又) 提出 的 质 难 。 这 个 命题 又 
称 为 “无 穷 小 悖 论 ”， 其 实质 是 否定 了 牛顿 求 “终极 比 ”的 形式 
计算 的 合理 性 。 消 除 贝克 菜 悖 论 的 方法 ， 是 用 过 程 模式 代替 代数 
模式 ， 也 就 是 必须 要 用 “极限 算法 的 模式 ”去 取代 “代数 形式 党 
算 的 模式 ”。 前 者 用 到 “变量 ”的 新 概念 ， 后 者 只 用 到 传统 的 党 
量 概念 ， 而 承认 变量 概念 便 是 一 条 新 的 公理 。 再 如 ， 现 代 的 公理 
化 集合 论 之 所 以 能 排除 经 典 集合 论 中 的 熟知 停 论 ， 就 是 使 用 新 公 
理 蔡 代 康 托 尔 的 “ 造 集 原则 ”的 缘故 。 而 非 欧 几何 学 的 创立 ， 更 
是 精心 应 用 第 五 法 则 的 著名 例子 。 

量子 力学 创始 人 之 一 海 森 堡 普 说 过 ， 当 物理 学 中 出 现 悖 论 
时 ， 就 应 该 将 个 论 所 包含 的 新 思想 提炼 成 公理 吸收 到 原来 的 理论 
系统 中 去 ， 这 样 ， 便 可 获得 扩展 了 的 物理 学 理论 。 事 实 上 ， 无 论 
是 海 森 堡 “ 测 不 准 原理 ”的 建立 或 是 爱 因 斯 坦 “狭义 相对 论 ” 的 
创立 ， 部 是 天 才 地 运用 了 第 五 法 则 的 光辉 范例 ， 

运用 第 五 法 则 去 创建 新 理论 的 关键 ， 是 要 去 发 现 不 平凡 的 新 
公理 。 但 要 做 到 这 一 点 ， 就 必须 面 对 “ 停 论 ”的 挑战 。 如 果 害怕 
悖 论 或 省 只 是 设法 去 同和 四 停 论 ， 那 将 会 一 事 无 成 。 所 以 ， 数 学 和 
物理 学 上 的 伟大 创造 和 发 明 ， 不 仅 依靠 人 们 的 智慧 ， 而 且 也 有 束 
于 人 们 的 气质 。 


本 文 原 载 《百科 知识 > 1989 年 第 3 期 ， 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 塘 订 。 


“ 拉 .: 的 .方法 
NNNNANNNNNANAN 
“ 神 : 与 * 风 : 格 


欧 拉 的 名 字 是 大 家 熟悉 的 。 我 们 从 初等 几 
人 条、 代数 、 三 角 直 到 近代 高 等 数学 与 力学 各 学 
科 ， 几 乎 到 处 可 以 见 到 以 欧 拉 命名 的 定理 、 公 
式 、 函 数 、 方 程 及 解法 等 等 。 

欧 拉 28 岁 时 右 眼 失明 、， 到 59 岁 时 双 目 
完全 失明 。 这 样 ， 他 又 度 过 了 艰苦 的 17 年 ， 
但 是 他 丝毫 没有 停止 工作 。 在 这 最 后 的 17 年 
里 他 还 通过 口述 ， 著 作 了 大 约 400 篇 论文 和 
几 本 教科 书 。 据 历史 记载 ， 他 在 任何 不 安静 的 
环境 里 也 能 专心 工作 ， 其 至 在 他 临终 前 几 分 钟 
还 在 进行 计算 ， 互 和 
贡献 并 不 是 偶然 的 ， 这 与 他 的 坚强 意志 和 
苦于 精神 分 不 开 的 。 

“ 读 读 欧 拉 ， 他 是 我 们 大 家 的 老师 ”， 这 
是 比 欧 拉 上 晚 一 代 的 杰出 数学 家 拉 普 拉 斯 当年 向 
年 青 和 发 自 内 心 的 劝告 。 人 确实 ， 从 欧 拉 著 作 中 
人 们 可 以 学 到 许多 东西 。 而 最 宝贵 的 就 是 欧 拉 
那 种 从 事 发 现 创 造 的 思想 方法 。 

我 们 知道 ， 自 从 微 积分 发 明 以 后 ，18 至 19 
世纪 是 数学 发 展 异常 迅猛 的 时 代 ， 那 个 时 代 的 

学 家 特别 重视 发 现 和 创新 ， 而 往往 把 精细 论 


证 或 证 明 作 为 发 现 新 结果 后 的 “ 补 行 手续 ”。 就 连 精 于 严 人 证 胃 
的 高 斯 也 不 例外 ， 例 如 他 曾 说 过 ， 他 在 数论 上 的 许多 结果 症 先 经 
发 现 而 后 补 证 的 ， 其 中 有 些 结 果 是 当初 狂想 出 米 的 。 

但 发 现 和 创新 往往 离 不 开 妇 纳 法 、 类 比 法 和 计算 实验 。 欧 拉 
就 是 -一 个 最 善于 归纳 、 类 比 和 计算 去 发 现 数学 真理 的 杰出 典型 ， 
所 以 我 认为 如 果 国 内 能 出 版 一 、 两 本 引人入胜 的 “ 欧 拉 小 传 ”， 
给 年 青 人 讲 讲 欧 拉 的 思想 方法 ， 则 对 于 培养 数学 创造 性 能 力 来 说 
应 该 是 大 有 益处 的 。 

所 良 “ 归 纳 法 ”就 是 从 特殊 例子 中 总 结 出 一 般 规 律 的 方法 ; 
“类 比 法 ”就 是 根据 事物 〈 包 括 数 量 关系 与 空间 形式 ) 的 某 些 相 
似 性 去 作出 由 此 及 彼 的 推断 方法 。 自 然 ， 这 些 方法 都 离 不 开 观 察 
分 析 和 实验 。 所 以 哆 拉 曾 说 过 “数学 这 门 科 学 也 需要 观察 和 实 
验 ”“〔 言 外 之 意 是 说 数学 真理 的 发 现 过 程 和 物理 学 定律 的 发 现 过 
程 是 相似 的 ) 。 

试 回忆 一 下 立体 几何 学 中 多 面体 的 欧 拉 定 理 ， 也 即 形 和 如 

玉 ( 面 数 ) 十 广 〈 顶 数 ) 一 瓦 〈 棱 数 》 = 2 

的 著名 公式 ， 可 以 想见 ， 当 初 欧 拉 就 是 从 一 批 特 竹 的 凸 多 面体 的 
观察 分 析 中 归纳 出 来 的 。 今 天 我 们 不 妨 也 来 作 个 添 验 ， 把 一 批 不 
同 的 多 面体 放 在 大 家 面前 ， 让 大 家 通过 观察 把 各 种 多 面体 的 画 数 
( 瑟 )、 顶 数 ( 斑 )、 棱 数 ( 巨 )--- 一 -记录 下 来 ， 然 后 试 着 从 记录 表 中 
的 数据 去 狂想 已 、 广 、 玖 之 间 的 数量 关系 一 一 简单 的 线性 关系 。 
毫 无 疑问 ， 通 过 归纳 总 结 ， 不 少 同学 也 会 很 快 发 现 上 述 欧 拉 定 理 
的 。 

还 有 一 个 特别 有 趣 的 例子 是 ， 欧 拉 大 胆 使 用 “类 比 法 ”党 发 
现 了 正弦 函数 的 因子 分 解 式 


。 ba XxX? Xx? 
sinx=x(1 一 故 -)(1- (一 问 让 
这 便 是 关于 sinx 的 著名 的 欧 拉 乘积 公式 。 从 上 述 公 式 可 以 看 出 ， 


当 X 一 0，X 二 土 XT，X 二 十 2X，X 一 土 3X,，… 时 ， 乘积 取 零 值 ， 
而 x 取 的 这 些 数值 正好 都 是 函数 sinx 的 零点 。 所 以 欧 拉 发 现 上 
述 乘 积 公式 的 基本 思想 就 是 把 sinx 的 熟知 展开 式 


sinx 一 X 一- xs 十 -xs 一 工 x7 十 … 
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看 成 为 “无 根 次 的 多 项 式 ”， 然 后 仿照 多 项 式 按 零 点 分 解 成 因子 
乘积 的 方式 把 sin x 分 解 成 因 式 乘积 的 。 

显然 ， 将 上 述 乘积 展开 出 来 所 得 到 的 最 低 次 项 ， 正 好 和 级 数 
展开 式 中 的 最 低 次 “x?” 项 是 一 致 的 〈 这 也 说 明 乘 积 表示 式 是 合 
理 的 ) 。 如 果 进 一 步 观察 乘积 展开 式 中 所 含 “ 一 x*” 的 系数 ， 并 
和 级 数 情 开 式 中 “一 ?7” 项 的 系数 相 比 较 ， 则 应 该 对 应 相等 ， 故 
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这 正好 解决 了 欧 拉 诞生 前 原由 伯 努 利 提出 的 级 数 求 和 难题 。 

不 要 误 认 为 欧 拉 是 一- 个 只 会 发 现 而 不 会 精确 论证 的 数学 家 。 
事实 上 ,只 要 看 一 看 他 是 如 何 把 著名 的 “ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 ” 通 过 
抽象 分 析 思 考 化 归 为 “-… 笔 画 问 题 ”， 然 后 证 明 其 不 可 能 性 的 过 
程 ， 妈 可 了 解 欧 拉 的 分 析 论 证 能 力也 是 十 分 出 色 的 《七 桥 问题 在 
每 一 本 “图 论 2” 教科 书 中 都 有 介绍 ， 这 里 就 不 多 说 了 ) 。 

据 统计 ， 欧 拉 留 给 后 人 的 丰富 的 科学 遗产 中 ， 分 析 、 代 数 、 
数论 占 40%; ; 物理 和 力学 占 28%; ; 几何 学 占 18%， ;天文 
上 右 11%; ; 弹道 学 与 航海 科学 等 占 3%。 由 此 看 来 ， 欧 拉 不 仅 
具有 献 匡 于 数学 科学 的 奋斗 精神 ， 而 且 还 有 着 强烈 的 联系 实际 应 
用 的 精神 ， 否 则 他 就 不 可 能 在 力学 、 物 理 与 天 文学 等 领域 中 也 有 
那样 多 的 贡献 。 
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根 数学 史记 载 ， 比 欧 拉 晚 一 辈 的 数学 家 拉 格 朗 日 从 19 岁 起 
曾 和 欧 拉 和 通信 ， 讨 论 等 周 问 题 的 普遍 解法 ， 这 导致 变 分 法 的 诈 
生 ， 等 周 问 题 原 是 欧 拉 思索 多 年 的 问题 ， 拉 格 朗 日 的 解法 博得 了 
欧 拉 的 热烈 赞扬 。 当 年 欧 拉 曾 特 别 谦 共 地 压 下 自己 在 这 方面 较 不 
成 熟 的 作品 暂 不 发 表 ， 而 促使 年 青 的 拉 格 朗 日 的 工作 得 以 及 早 发 
表 和 流传 ， 碟 得 很 大 声誉 。 后 来 ， 过 了 几 年 欧 拉 还 热诚 地 把 年 青 
的 拉 格 朗 日 推荐 给 普鲁士 王 腓 特 烈 大 帝 去 继任 柏林 科学 院 物理 数 
学 所 所 长 。 这 些 史实 说 明 ， 欧 拉 不 仅 具 有 高 尚 的 科学 道德 和 风 
格 ， 并 且 对 提拔 年 青学 者 也 毫 无 保守 思想 。 

尽管 欧 拉 是 属于 两 个 世纪 前 的 数学 家 ， 但 是 他 的 富 于 成 果 的 
治学 方法 ， 至 死 不 伴 的 工作 精神 和 纯洁 高 尚 的 道德 风格 ， 切 是 值 
得 永远 为 后 人 追 念 的 。 


本 文 原 载 《数理 化 生 园地 >》 1985 年 第 1 期 ， 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 们 订 。 


玉 家 六 来 六 六 来 玉 玉 


x##ks# 国 各 让 人 和 | 学: 计算 ****x* 
在 理论 研究 中 的 作 用 ; 


六 当当 洒洒 尖 冰 水 出 池水 于 来 可 水 水 家 水 洒洒 于 洒洒 洒洒 洒洒 洒洒 洒 
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自 80 年 代 以 来 ，“ 科 学 计算 ” (Scien- 
tific computing)〉 的 意义 和 重要 性 已 日 益 引 
起 人 们 的 重视 和 关心 了 。 如 所 知 ，1983 年 美 
国 以 P。，D。 拉 克 斯 为 首 的 一 个 专家 组 就 曾 向 
六 政府 提 电报 告 ， 强 调 了 科学 计算 是 关系 到 
国家 安全 、 经 济 发 展 和 科技 进步 的 关键 性 环 
节 ， 是 事 关 国 家 命运 的 天 事 。 

1989 年 4 月 政府 批评 了 得 克 萨 斯 州 教育 
能 

培养 。 在 这 以 前 有 关 组 织 调 查 了 英国 、 加 拿 
和 各。 和 用 让 天池 闫 教学 ， 抽 查 了 
数 以 万 计 的 中 小 学 生 ， 发 现 美国 学 生 的 计算 能 
力 远 远 不 如 英国 、 加 拿 大 的 学 生 。 发 现 被 抽查 
的 得 克 萨 斯 州 ， 未 经 由 专家 参加 的 委员 会 的 同 
意 ， 就 在 全 州 试用 新 教材 ， 而 新 教材 恰恰 忽视 
了 数学 课 中 对 中 小 学 生计 算 能 力 的 培养 。 

冯 康 、 周 毓 雍 等 几 位 同志 于 1987 年 4 月 
间 在 京 举行 的 中 国 计 算 数学 会 理事 会 上 的 报告 
中 曾 指出 ， 科 学 计算 的 内 容 涵义 是 极为 丰富 


的 ; 科学 计算 主要 是 处 理 现代 科技 与 工程 中 的 大 规模 、 非 线性 、 
非 均 匀 性 和 几 人 向 非 规则 性 的 巨型 问题 (包括 数学 方程 组 、 特 别 是 
偏 微分 方程 组 的 数值 求解 问题 ) 。 

科学 计算 可 以 理解 为 整套 过 程 ， 旭 从 给 定 的 科技 问题 〈 计 算 
任务 ) 出 发 ， 进 行 分 析 研究 ， 建 立 数 学 模型 ， 研 究 计 算 方法 ， 直 
到 配置 算法 程序 ， 利 用 现代 计算 机 执行 计算 任务 ， 最 终 检验 实际 
效果 。 如 果 结 果 不 合 要 求 ， 还 须 进 行 反 复 ， 重 新 回 到 修改 数学 模 
型 、 没 计 新 的 计算 方案 等 过 程 。 所 以 ， 科 学 计算 应 是 数学 理论 分 
析 与 计算 艺术 的 高 度 结 合 ， 特 别 要 和 计算 机 的 灵活 使 用 相配 合 。 

最 近 ， 在 《美国 数学 的 现在 和 未 来 》 (Renewing LU 。5S。 
Mathematics，1984) 一 书 中 ， 还 指出 了 科学 计 算 的 发 展 ， 已 导 
致 应 用 数学 和 物理 科 学 中 的 一 些 分 支 正在 经 历 着 一 场 革命 性 变 
化 。 
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这 里 ， 值 得 指出 的 是 ， 印 使 在 数学 理论 研究 中 。 科 学 计算 也 
已 开始 扮演 前 所 未 有 的 紧要 角色 。 束 实 上 ， 当 代数 学 家 面 对 着 束 
手 无 策 的 困难 的 理论 课题 时 ， 也 往往 求助 于 科学 计算 。 最 著名 的 
例子 莫 过 于 1976 年 阿 培 尔 和 哈 根 通 过 科学 计算 〈 在 电子 计算 机 
上 化 纱 多 1200 个 机 时 ) ， 终 于 在 所 有 平面 图 的 可 约 构 形 中 找 出 
了 一 个 “不 可 免 的 完备 集 ”， 从 而 证 明了 四 色 问 题 的 猜想 ， 即 四 
色 定 理 。 

此 外 ， 还 有 两 个 特别 引 人 注 目的 事例 我 想 是 值得 介绍 的 。 一 
是 关于 证 明 毕 勃 巴 赫 猜 想 的 曲折 过 程 ， 二 是 现代 实验 数论 的 兴起 
和 有 人 试图 否决 黎 受 假设 〈 简 记 RH》 的 雄心 壮志 。 

著名 的 毕 勃 巴赫 狂想 ， 是 一 个 关于 单 位 圆 域内 的 音 叶 函数 
1(2) =Z 十 放 asZ。 的 系数 满足 不 等 式 |as] <n(n=2,3,…) 
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的 猜测 性 命题 。 多 少年 来 人 们 为 了 寻求 这 个 命题 的 证 明 已 经 耗费 
了 大 量 心血 ， 而 直到 1984 年 2 月 低 才 发 现 了 这 一 命题 的 正确 证 
明 。 现 今 人 们 称 它 为 勃 伦 杰 斯 定理 。 

美国 数学 家 过 伦 杰 斯 从 事 上 述 猜 想 的 论证 已 有 多 年 而 且 发 表 、 
过 错误 的 论文 ， 以 致 有 些 间 行 们 普 对 他 失去 了 信任 。 不 管 怎样 所 
折 ， 他 运用 泛 函 方法 ， 终 于 把 毕 勃 巴赫 糙 想 〈 合 题 ) 合理 地 归结 
为 某 一 个 雅 可 比 多 项 式 积分 便 取 正 值 的 断言 ， 即 断言 


2F, (es St)S (0-8 ( 1 一 S) (a-1)/8 ds> 0 ， (K*) 
0 


此 处 a> 一 1，0>t> 1，， 而 ,fF， 为 超 几何 函数 ， 它 可 以 表 
示 成 雅 可 比 多 项 式 。 换 言 之 ,只 要 证 明 不 等 式 〈# ) 对 一 切 an? 
都 成 立 ， 则 毕 勃 巴赫 猜想 便 成 立 了 。 

勃 伦 杰 斯 自己 曾 努 力 试 证 过 〈# ) 而 未 能 成 功 。 没 有 法 子 他 
只 好 去 找 他 的 同事 高 歇 请 求 帮助 。 高 歌 是 位 杰出 的 数值 分 析 家 ， 
他 昕 履 了 亏 伦 杰 斯 解释 的 思路 后 认为 是 很 有 道理 的 。 于 是 很 快运 
用 科学 计算 技巧 ， 建 立 合理 的 计算 方案 和 算法 程序 ， 并 立即 使 用 
计算 机 对 《*》 进 行 数值 验证 ， 一 直 验证 到 n 宇 40 时 都 成 立 。 
这 就 大 大 增强 了 勃 伦 杰 斯 的 信念 ， 而 且 所 得 结果 是 十 分 令 人 鼓舞 
的 ， 因 为 这 已 经 大 大 超过 人 们 关于 n 一 2，3，4，5，6，7，8 等 
逐个 加 以 证 明 |as | 和 na 的 历史 记录 了 了。 然而， 如 何 对 一 切 n 宇 2 
去 证 明 〈(*) 仍然 是 勃 伦 杰 斯 和 高 软 面 临 的 一 大 难题 。 

1984 年 2 月 29 日 高 区 忽然 想到 给 特殊 函数 论 名 家 阿 斯 基 
挂 一 个 电话 。 当 时 在 电话 交谈 中 阿 斯 基 曾 断然 表示 否定 态度 ， 说 
什么 ，“ 我 不 相信 那 是 可 能 的 。”“ 复 分 析 中 的 精确 不 等 式 〈 指 
(las| 志 9) 怎么 能 用 实 分 析 中 的 工具 去 证 明 昵 ? ”但 是 ， 高 歌 
还 是 耐心 地 说 服 了 他 ， 要 他 研究 一 下 形 如 (x*〉 的 不 等 式 究 竞 能 
否 成 立 。 

当天 晚上 ， 高 欢喜 出 望 外 地 接 到 了 阿 斯 基 的 一 个 邻 人 兴奋 的 


电话 答复 ，“ 您 所 说 的 那个 勃 伦 杰 斯 猪 想 〈#) ， 并 不 是 儿 想 
(x*) 而 是 一 个 定理 呢 ! ” 事实 上 ， 那 是 阿 斯 基 与 格 斯 贝 1976 
年 合作 一 文中 某 定理 的 特 款 。 (参看 Amer。 J]。Math,，98 
(1976) ，709 一 737) 

第 二 天 清晨 当 高 歇 在 校园 里 碰见 勃 伦 杰 斯 时 便 立 即 转告 了 上 
述 好 消息 。 勃 伦 杰 斯 当即 欢呼 说 ，“ 这 样 ， 毕 勃 巴赫 的 猜想 便 证 
明成 功 了 。? 接着 ，1985 年 北欧 的 Acta 杂志 上 便 公布 了 勃 伦 - 
术 斯 著名 论文 。 “Proof of the Bieberbach Conjecture2”。 显 
然 ， 这 是 国际 函数 论 界 的 一 件 大 事 。 
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再 谈 一 点 “实验 数论 ”的 兴起 。 如 所 熟知 ， 费 马 曾 猪 想 过 整 
数 F,=22" 1 (n= 1 ,2 ,3 ,…) 都 是 素数 。 事 隔 多 年 后 欧 拉 
却 找 出 了 反例 ， Fs,=2*- 填 1 二 4194967297 二 641X 6700417。 今 
天 ， 每 一 个 高 小 或 初中 学 生 使 用 有 10 位 数字 的 袖珍 计算 器 便 能 
立即 实 明 641 确实 是 下。 的 素 因 子 。 现 今 人 们 完全 可 以 想象 . 
假如 费 马 当年 也 已 经 有 了 计算 器 ， 并 且 和 手头 有 一 张 1000 以 内 的 
素数 表 ， 则 只 人 须 略 作 数 值 实验 ， 便 不 致 于 提出 上 述 错误 稍 想 了 。 

近 , 现 代 的 实验 数论 是 由 菜 姆 尔 和 禁 迪 弗 等 人 开始 的 ,后 继 者 
的 研究 成 果 黄 多 。 例 如 ， 借用 科学 计算 塞 尔 夫 列 捷 等 人 曾 系 统 
地 搜索 了 各 种 “ 同 寡 等 和 问题 ”的 最 小 解 。 近 年 来 美国 的 亚 利 桑 
那 大 学 还 有 一 个 数论 小 组 ， 专 门 研究 如 何 运用 计算 机 程序 计算 技 
巧 去 探索 数论 中 的 许多 问题 。 特 别 是 由 于 大 整数 的 素 因子 分 解 问 
题 和 现代 密码 研究 〈 例 如 “公开 密 钥 方法 ”研究 ) 有 关 ， 而 这 又 
必须 借助 于 现代 计算 技术 ， 所 以 愈 来 愈 多 的 数论 专家 乃至 代数 学 
家 ， 都 逐步 变 成 精通 科学 计算 的 专家 了 。 

最 令 人 瞩目 的 是 一 位 数 年 前 曾 来 过 中 国 的 瓦尔 人 徊 。 近 年 来 他 
曾 借助 于 科学 计算 ， 成 功 地 处 理 了 苏联 已 故 学 数 家 伯 因 斯坦 遗 留 


下 来 的 几 个 不 其 知名 的 猜想 。 他 认 用 一 个 雄心 勃勃 的 计划 ， 即 希 
语 通 过 大 规模 科 学 计 " 算 去 否定 黎 曼 假 设 〈 简 记 RH)〉 一 一 关于 
人 (一 十 半 ) 的 非 平凡 零点 均 为 实数 ”的 猜想 。 大 家 知道 ， 英 国 


已 故 分 析 学 大 师 利 特 伍德 曾 于 生前 表述 过 他 在 直觉 上 倾 加 于 否定 
R 人 的 见解 。 所 以 瓦尔 伽 的 信念 是 与 利 特 伍德 一 致 的 。 他 兽 公 开 扬 
言 : “如 果 RR 确实 是 错 的 > 则 他 将 有 机 会 获得 成 功 ， 即 成 功 地 
验 明 该 假设 为 假 。” 但 如 果 R 采 是 对 的 ， 则 今后 他 的 全 部 努力 
将 会 前 功 尽 弃 。 当 然 ， 了 玉 究竟 是 对 还 是 错 ， 人 们 只 好 试 且 以 
往 。 不 管 怎样 ， 理 论 研 究 中 不 断 深入 地 依靠 着 科学 计算 ， 其 结果 
不 仪 对 理论 建树 有 益 ， 而 且 也 有 利于 推进 科学 计算 本 身 的 发 展 。 

综 上 所 述 ， 可 以 想见 现代 科学 计算 对 理论 研究 的 作用 至 少 有 
如 下 几 点 ，[ 1 2 针对 间 题 需要 ， 系 统 地 提 供 数 据 ， 可 以 供 归 
纳 、 分 析 之 用 。 这 样 就 有 利于 发 现 新 现象 、 新 规律 。 (2 ) 可 以 
希 助 检验 猜想 ， 包 括 检 验 思 路 和 设想 ， 以 便 发 现 差错 ， 少 走 弯 
路 。《 3) 帮助 确证 科研 方案 〈 或 理想 计划 ) ， 使 人 增强 信念 ， 
有 利于 最 后 导致 成 功 ， 勃 伦 杰 斯 的 成 功 就 是 很 好 的 例子 。 
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自 1981 年 以 来 ， 笔 者 曾 在 大 连 、 长 春 、 
武汉 的 三 所 高 等 院 校 讲授 过 数学 方法 论 课程 ， 
并 曾 在 其 它 一 些 城市 作 过 方法 论 的 多 次 讲演 。 
1983 年 还 由 华中 工学 院 出 版 社 出 版 了 抽 著 《 数 
学 方法 论 选 讲 》 一 书 ,发 现 不 少数 学 教师 和 哲学 
工作 者 对 所 述 及 的 题材 内 容 都 很 感 兴趣 。 有 些 
读者 还 在 来 信 中 提 到 方法 论 对 培养 师资 和 改革 
教学 方法 的 重要 性 。 这 就 引起 笔者 撰写 本 文 的 
动机 。 本 文 打算 从 数学 方法 论 角度 来 探讨 数学 
教学 改革 的 有 关 问 题 。 但 提出 的 观点 和 建议 未 
必 正 确 合用 ， 仅 供 有 兴趣 的 读者 参考 、 讨 论 而 
已 。 

一 般 都 认为 ， 作 为 科学 方法 论 重 要 分 支 的 
数学 方法 论 ， 主 要 是 研究 数学 发 展 规律 、 数 学 
结构 的 思想 方法 以 及 数学 的 发 现 、 发 明 与 创新 
等 法 则 的 一 门 学 问 ， 显 然 它 与 数学 教育 与 教学 
法 研究 有 着 不 可 分 割 的 联系 ， 所 以 它 能 引起 数 
学 教师 们 的 普遍 关注 ， 也 是 理所当然 的 事 了 。 

多 少年 来 ， 无 论 是 中 学 数学 教材 还 是 大 学 
数学 各 门 课程 的 教材 ， 都 是 毫 无 例外 地 把 数学 
知识 力求 组 织 成 演绎 结构 系统 来 进行 教学 。 这 


有 历史 的 必然 性 。 因 为 随 着 人 类 文化 的 发 展 ， 数 学 科学 知识 的 庞 
大 积累 ， 必 须 经 过 筛选 和 提 馒 ， 把 最 重要 最 精华 的 题材 ， 用 演绎 
法 串联 起 来 ， 才 能 最 有 效 地 传授 给 后 代 。 人 类 的 知识 发 展 过 程 总 
带 有 历史 阶段 性 和 逻辑 演绎 性 ， 所 以 数学 教材 的 编选 ， 常 常 要 反 
了 喘 历 史 发 展 的 顺序 和 演绎 推理 的 要 求 ， 这 应 该 是 众 所 公认 的 准 
出 。 

但 是 ， 如 果 要 培养 共有 数学 想象 力 和 创造 力 的 青年 一 年 ， 要 
使 他 们 不 仅 能 够 灵活 地 运用 数学 工具 ， 而 且 还 可 能 日 后 在 科技 上 
有 所 创新 和 发 明 ， 那 么 在 教 材 教 法 中 只 注重 传授 演绎 性 数学 知 
识 ， 过 分 强调 逻辑 演绎 推理 的 训练 ， 将 是 不 利于 达到 上 述 目 标 
药 。 

从 方法 论 角 度 来 看 ， 数 学 真 理 知识 的 发 现 、 发 据 和 推 陈 出 
新 ， 离 不 开 对 特殊 实例 的 观察 、 分 析 、 归 纳 、 抽 象 概括 和 运用 控 
索性 推理 等 过 程 。 所 以 ， 重 要 的 事情 是 要 教会 学 生 运用 科学 归纳 
法 ， 能 从 特殊 例子 中 去 发 现 出 一 般 性 的 东西 来 〈 例 如 ， 从 一 批 特 
丈 结构 关系 中 观察 出 某 种 一 般 性 结构 或 一 般 数量 关系 等 等 ) 。 大 


纳 法 的 大 师 ， 他 们 所 获得 的 许多 公式 和 定理 ， 都 是 靠 归纳 法 发 现 
的 。 

归纳 法 和 类 比 法 常常 被 认为 是 发 现 数学 真理 的 重要 方法 ， 前 
者 是 从 特殊 过 渡 到 一 般 的 思 , 想 方法 ， 后 者 是 由 彼 及 此 的 联想 方 
法 。 只 需 略 略 浏 览 中 外 数学 史 ， 即 可 发 现 许多 有 深远 意义 的 极为 
重要 的 数学 知识 都 是 通过 归纳 法 与 类 比 法 发 据 出 来 的 。 这 方面 的 
题材 和 例子 真是 举 不 胜 举 。 因 此 在 中 学 和 大 专 学 校 的 数学 教材 中 
理应 有 归纳 法 与 类 比 法 教材 的 适当 位 置 。 

归纳 和 类 比 离 不 开 观 察 、 分 析 和 联想 。 因 此 ， 在 数学 教学 中 
如 果 适 当 加 进 这 方面 的 有 趣 题材 ， 则 对 培养 数学 的 观察 力 、 分 析 
能 力 和 联想 能 力也 是 极 有 帮助 的 。 值 得 欢迎 的 是 ， 美 籍 匈牙利 数 
学 家 兼 教育 家 乔治 。 波 利 亚 的 名 著 《 数 学 的 发 现 》、 《数学 中 的 


归纳 与 类 比 》、 《数学 中 的 合 情 推 理 》 (后 两 书 的 中 译本 起 名 为 
《数学 与 猜想 》》 已 陆续 泽 为 中 文 出 版 发 行 。 这 些 书 包含 有 大 量 
的 右 趣 题材 和 富 于 启发 性 的 例子 ， 相 信 对 国内 关心 数学 教学 改革 
的 同志 们 会 有 一 定 的 参考 价值 。 

波 利 亚 所 说 的 《 合 情 排 理 ” (也 称 似 真 推理 ) ， 实 际 上 类 似 
于 爱 因 斯 坦 所 倡导 的 “探索 性 演绎 法 ”， 这 种 演绎 法 至 少 在 两 点 
上 不 同 于 -- 般 形式 逻辑 范围 内 的 演绎 法 ， 一 是 作为 推理 出 发 点 的 
前 提 或 条 件 多 半 是 不 够 充分 的 ， 或 者 是 比较 模糊 的 ， 二 是 推理 的 
前 提 或 假设 往往 是 一 种 不 稳定 的 猪 测 。 在 推理 过 程 中 经 常 处 于 可 
更 改 的 地 位 。 例 如 . 凭 直观 猪 到 某 命题 的 一 部 分 必要 条 件 或 者 可 信 
以 为 真 的 条 件 ， 用 以 形象 的 直观 地 〈 由 猜想 的 外 推 ) 去 “推断 ” 
出 某 种 结论 来 ， 这 便 属 于 第 -一 种 情形 。 在 推理 过 程 中 发 现 作为 候 
设 的 前 提 不 尽 正确 而 需要 随时 加 以 修改 补充 的 作法 即 属于 第 二 种 
情形 。 事 实 上 ， 许 多 有 创造 力 的 数学 工作 者 ， 正 是 惯用 这 种 探索 
性 演绎 法 去 发 现 和 建立 他 们 的 定理 和 理论 成 果 的 。 通 常 在 数学 的 
解 题 和 证 题 过 程 中 ,人 们 也 常常 不 自觉 地 试用 着 探索 性 演绎 法 ,只 
是 运用 这 种 演绎 法 的 技巧 和 能 力 水 平 各 不 相同 而 已 。 因 此 有 关 这 
种 演绎 法 的 题材 也 应 该 在 教学 与 教材 中 占据 一 定 的 重要 位 置 。 举 
例 米 说 ， 数 学 中 需要 讲述 一 些 引 人 入 胜 的 “反例 ”， 要 揭示 “ 反 
例 ” 是 怎样 发 现 出 来 的 ， 不 让 是 阐明 “探索 性 演绎 法 ”的 一 种 简 
单 应 用 吗 ? 

综 上 所 述 ， 归 纳 、 类 比 和 探索 法 通常 是 舍 策 想 与 联想 (包括 
直观 想象 ) 等 心智 活动 串联 起 来 的 。 这 些 心智 活动 形式 能 导致 人 
位 作出 新 的 判断 和 预见 ， 能 帮助 发 现 数学 真理 ， 包 括 发 现 新 的 数 
学 关系 结构 、 新 的 数学 方法 及 数学 命题 等 等 。 但 是 ， 它 们 毕 觉 是 
一 种 非 逻辑 的 思维 形式 ， 属 于 现 代 心理 学 上 所 请 的 的 “发 散 思 
维 ” 范 畴 ， 当 然 ， 并 不 能 用 以 精确 地 建立 数学 命题 和 理论 。 最 后 
要 证 明 命题 或 定理 ， 还 必须 用 严格 的 逻辑 分 析 与 演绎 推理 ， 即 收 
全 思维 。 
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因此 ， 为 了 培养 即 有 创造 发 明 能 力 ， 又 有 逻辑 论证 能 力 的 数 
学 师资 和 学 生 ， 应 该 在 中 学 和 大 专 院 校 的 数学 教学 教材 中 ， 示 用 
“归纳 与 演绎 交互 为 用 的 原则 ”。 按 照 这 条 原则 ， 不 人 应 该 教学 
生 学 会 运用 科学 归纳 法 试 着 去 猪 结论 、 猜 条 件 、 狂 定理 、 猪 证 
法 ， 而 且 还 要 让 他 们 学 会 从 探索 性 演绎 法 过 渡 到 纯 形 式 的 演绎 
法 ， 能 够 把 预见 到 的 合理 命题 或 定理 的 证 明 一 丝 不 苟 地 建立 在 逻 
辑 演 绎 其 础 上 。 

总 而 言 之 ， 在 数学 教学 过 程 中 ， 既 要 发 蝴 学 生 的 发 散 思维 能 
力 ， 又 要 培训 他 们 的 收敛 思维 能 力 。 既 要 教会 学 生 进 行 严格 逻辑 
推理 ， 还 要 教会 学 生 大 胆 进行 不 严格 的 猜想 、 联 想 和 合 情 推 理 。 

传统 的 数学 教育 与 教学 似乎 过 份 偏重 于 培养 收敛 思维 能 力 ， 
这 对 造就 面向 未 来 的 科技 和 人才 来 说 ， 自 然 是 不 够 理想 的 。 四 和 
们 认为 “归纳 与 演绎 并 用 ”的 原则 在 数学 教学 改革 中 应 该 是 一 
值得 重视 的 原则 。 

但 是 ， 又 须 把 话说 回来 ， 数 学 往往 以 其 特有 的 逻辑 严密 性 而 
骄傲 ， 数 学 教师 们 又 往往 以 讲述 为 本 职 。 因 此 ， 正 象 波 利 亚 在 
《数学 与 猪 想 》 一 书 中 所 指出 的 ， 一 般 教师 都 不 愿 向 学 生 讲述 “不 
严格 的 思想 方法 ” (如 猜想 与 合 情 推 理 等 ) ， 以 免 有 损 于 “ 威 
信 ”。 而 且 ， 从 归纳 到 演绎 ， 首 先 需 要 观察 分 析 诸 特例 ， 作 起 来 
有 时 是 很 费 工夫 的 ， 毕 竞 不 象 专 讲 逻 辑 演 绎 那样 简便 而 直接 。 因 
紫 。 和 如 何 恰当 地 使 “归纳 演绎 并 用 的 原则 ”体现 到 数学 教改 中 
去 ， 看 来 还 有 些 思想 认识 问题 是 需要 讨论 解决 的 呢 。 

青少年 从 小 学 、 中 学 到 大 学 ， 都 要 把 许多 时 间 花 在 数学 学 习 
上 上 但 当 他 们 进入 社会 从 事 各 行 各 业 的 工作 后 ， 其 中 就 有 一 个 相 
当 比 例 的 人 数 ， 再 也 用 不 着 或 者 很 少 运用 他 们 学 过 的 数学 知识 ， 
其 中 还 有 些 人 华 至 对 数学 产生 了 “ 那 是 枯燥 无 味 ， 太 伤 脑筋 的 鞠 
意 儿 的 ”错觉 。 尤 其 是 ， 一 ' 些 具有 艺术 爱好 倾向 的 学 生 ， 往 往 更 
容易 产生 上 述 错觉 ， 有 的 人 还 对 数学 怀 有 敬而远之 的 惧怕 心理 。 

其实， 上 述 情况 可 能 是 由 于 数学 教育 5 教学 中 一 贯 忽视 “ 美 


学 原则 ”所 导致 的 必然 现象 。 作 为 科学 语言 的 数学 ， 上 共有 一 般 语 
言 文学 与 艺术 所 共有 的 特点 ， 既 数学 在 其 内 容 结构 上 和 方法 上 也 
都 具有 自身 的 某 种 美 ， 即 所 谓 数学 美 。“ 数 学 美 ?” 的 含义 是 丰富 
的 ， 如 数学 概念 的 简单 性 、 统 一 性 ， 结 构 系 统 的 协调 性 、 对 称 
性 ， 数 学 命题 与 数学 模型 的 概括 性 、 典 型 性 与 普遍 性 ， 还 有 数学 
中 的 奇异 性 等 等 都 是 数学 美的 具体 内 容 。 不 仅 在 高 等 数学 中 ， 而 
且 在 初等 数学 中 也 处 处 存在 这 些 数学 美 。 例 如 ， 仅 就 “对称 性 ” 
而 言 ， 已 故 数学 家 外 以 耳 就 写 过 一 本 讨论 这 种 数学 美的 著作 ， 今 
人 读 之 兴味 岩 然 。 

谈 到 数学 理论 〈 结 构 或 模型 ) 的 典型 性 ， 其 思想 方法 实际 上 
和 文学 创作 中 的 典型 性 概念 是 很 相似 的 。 文 学 小 说 和 艺术 需要 以 
具体 背景 素材 为 基础 ， 采 用 扬弃 法 或 抽象 法 塑造 出 某 种 来 自生 活 
而 又 高 于 生活 的 形象 典型 。 数 学 理论 ， 其 实 也 是 以 一 些 具体 问 
题 、 有 具体 材料 为 背景 ， 通 过 归纳 、 分 析 、 抽 象 等 一 系列 过 程 建立 
起 来 的 模型 结构 或 关系 典型 。 当 然 ， 一 切 抽象 物 都 有 一 个 共同 特 
征 ， 它 们 来 自 实际 、 反 了 映 实 际 ， 而 又 往往 超出 实际 〈 所 谓 “ 超 出 
实际 ”， 并 不 是 说 脱离 实际 ， 而 是 把 一 切 有 着 可 能 性 的 对 象 也 包 
括 进 去 的 意思 ， 数 学 的 抽象 物 具 有 你 辑 演绎 人 性， 或 许 这 是 不 同 于 
艺术 的 主要 之 点 ) 。 

因此 ， 按 照 上 述 类 比 ， 完 全 可 以 教 懂 即使 是 具有 艺术 爱好 倾 
向 的 学 生 们 ， 使 他 们 也 能 领会 到 “数学 美 ?” 。 

数学 教育 与 数学 的 则 的 之 一 ， 应 当 让 学 生 们 获得 对 数学 美的 
审美 能 力 ， 从 而 既 有 利于 激发 他 们 对 数学 科学 的 爱好 ， 也 有 助 于 
增长 他 们 的 创造 发 明 能 力 。 例 如 ， 车 拙 著 的 第 十 讲 中 ， 笔 者 曾 介 
绍 了 庞 卡 菜 和 阿达 玛 的 “数学 领域 的 发 明 心 理学 ”姑且 不 论 他 位 
的 观点 是 否 完全 正确 ， 但 他 们 -- 致 强调 了 的 “美的 直觉 ”在 数学 
创造 发 明 中 的 作用 却 是 大 多 数 数学 工 作 者 所 共有 的 经 验 。 事 实 
上 上， 马克思 也 曾 说 过 ， 人 类 社会 的 生产 活动 是 按照 “美学 原则 ? 
进行 的 当然 。, 作 为 精神 生产 物 的 数学 知识 之 符合 美学 原则 (或 审 
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美原 则 ) 也 是 无 可 怀疑 的 。 

因此 ， 我 和 数学 界 的 许多 同行 都 有 同样 的 看 法 ， 即 认为 数学 
教改 中 还 应 把 “数学 中 的 审美 原则 ” 尽 可 能 体现 到 数学 教材 与 教 
法 中 去 。 

为 了 在 我 国 培养 大 批 有 创造 才能 的 学 生 ， 高 水 乎 的 数学 师资 
的 培养 自然 是 刻不容缓 的 。 我 同意 波 利 亚 的 观点 ， 好 的 数学 教师 
应 保持 良好 的 “ 作 题 骨 口 ”， 最 然 这 种 “胃口 ”将 有 利于 感染 学 
生 去 发 展 解 题 的 兴趣 和 才能 。 此 外 笔者 还 赞成 数学 教师 能 够 具有 
泛 读数 学 史 的 兴趣 ， 且 能 涉猎 一 些 创造 心理 与 科学 方法 论 。 这 
样 ， 将 有 助 于 增长 教师 本 身 对 数学 科学 的 审美 修养 ， 从 而 能 潜 
默 化 地 去 感染 学 生 们 爱好 数学 。 

以 上 只 是 提 了 些 原则 性 观点 或 建议 ， 目 的 仅 是 抛砖引玉 ， 至 
于 如 何在 具体 的 数学 教材 改革 与 教 法 改革 中 去 反映 上 述 原 则 ， 那 
还 有 许多 实际 问题 需要 进 -- 步 讨论 研究 。 


坟 文 又 载 区 虽 天 学 编 《 中 学 数学 》1984 年 第 5 期 ， 收 入 本 书 时 作 了 文字 上 的 裕 
订 。 


关于 数学 创造 规律 的 断想 
| 及 对 教改 方向 的 建议 ; 
骨 并 


兴 往 护卫 失 小 六 米 夺 蚤 共 丙 流 欠 入 欠 术 


一 引子 从 一 个 猜想 的 证 明 经 历 谈 起 


1984 年 ， 勃 伦 杰 斯 证 出 了 上 毕 勃 巴 赫 稍 想 
的 消息 大 动 了 数学 界 ， 权 年 发 表 的 论文 使 人 们 
确信 这 个 困扰 了 60 多 年 的 难题 确实 是 被 攻克 
jo - 
毕 氏 身 想 是 说 ，“ 单 位 加 域内 的 一 个 单 叶 
消 数 当 表 记 成 以 变量 Z 为 首 项 的 考级 数 时 ， 第 
n 项 系数 a。 总 是 满足 不 等 式 lo| <n”， 这 是 
何等 优美 而 简洁 的 命题 ! 不 难 想象 ， 毕 氏 当初 
一 定 是 由 归纳 产生 直观 ， 进 而 提出 上 述 狂想 
的 。 

勃 伦 杰 斯 的 艰苦 努力 导致 他 发 现 上 述 猪 想 
(命题 )》 可 归结 为 某 种 雅 可 比 多 项 式 的 积分 不 
等 式 ， 但 是 他 仍然 苦于 没 法 证 明 这 个 不 等 式 。 
幸亏 计算 数学 家 高 欧 帮 了 忙 ， 使 他 有 机 会 采用 
阿 斯 其 等 人 的 -一 个 现成 的 富 于 奇异 美的 结果 ，- 
才 终 于 完成 了 证 明 毕 氏 猪 想 的 大 业 。 

从 毕 氏 猪 想到 勃 伦 杰 斯 的 工作 历程 来 看 ， 
想象 力 和 审美 下 党 都 起 了 重要 的 作用 。 本 文 就 


打算 从 想象 、 美 学 、 流 与 源 、 逻 辑 与 历史 诸 方面 来 展开 论述 。 


二 ”严谨 与 想象 一 谈 创 造 性 人 才 不 可 
萎 缺 的 科学 浪漫 主义 素质 

数学 的 严谨 使 许多 人 认识 到 其 研究 过 程 中 更 需要 想象 力 。 有 
趣 的 是 ， 国 外 曾 有 传记 作家 把 数学 家 和 诗人 列 为 一 类 。 也 许 他 是 
从 两 者 都 需要 想象 力 和 美的 意识 才 进 行 这 种 划分 的 。 

是 的 ， 严 襄 (严格 ) 、 抽 象 、 铁 一 般 的 逻辑， 这 是 数学 中 
绝对 需要 的 。 但 这 通常 是 在 演绎 论证 阶段 .上 的 特点 ， 它 是 表现 在 
数学 论文 和 教科 书 内 容 的 循序 渐进 上 ， 而 在 提出 、 创 立 概念 时 ， 
在 寻找 思路 时 ， 则 是 归纳 想象 、 类 比 联想 、 观 察 猪 想 、 思 路 跳跃 
和 思维 发 散 。 正 如 诗 入 们 需要 发 挥 想象 力 的 形象 思维 ， 需 要 浪漫 
主义 素质 ， 数 学 家 也 不 例外 地 需要 “ 神 驰 万 里 ， 思 接 干 载 ”。 

没有 想象 力 ， 没 有 科学 的 浪漫 主义 ， 克 莱 因 和 庞 加 莱 怎 能 提 
出 否定 平行 公里 的 模型 ， 从 而 证 实 非 欧 几 何 的 独立 性 呢 ? 闵可夫 
斯 基 怎 么 能 在 三 维 空间 外 加 进 带 虚 单位 的 时 间 轴 ， 从 而 为 他 的 学 
生 爱 因 斯 坦 的 相对 论 提 供 绝妙 的 四 维 时 空 描述 呢 ? 和 鲁 宾 还 又 怎 能 
用 模型 化 方法 建立 标准 分 析 的 理论 体系 呢 ? 

想象 力 是 数学 创造 的 心理 要 素 之 一 。 事 实 上 ， 作 为 发 生 新 知 
识 的 科学 研究 ， 其 第 一 步 是 选 题 ， 这 一 步 与 想象 力 息息相关 ， 研 
究 者 需要 想象 结果 、 预 见 研 究 的 成 败 。 其 第 二 步 是 进入 研究 之 
中 ， 也 时 时 需要 想象 力 和 预见 性 ， 和 否则 会 做 虚 功 ， 走 弯路 ， 乃 至 
形 失 信心 ， 一 事 无 成 。 

”想象 需要 常规 的 观察 猪 想 、 类 比 联想 ， 也 需要 非常 规 的 标 新 
立 氏 ， 突 破 禁 区 。 扎 德 着 腿 于 实际 需要 ， 提 出 隶属 度 的 概念 定义 
了 模糊 子 集 ， 泛 通 分 析 熔 分 析 学 、 代 数学 和 几何 学 于 一 炉 ， 离 散 
数学 与 连续 数学 通过 自然 的 类 比 关系 相互 吸取 营养 ， 得 出 许多 命 
题 ， 这 些 都 是 常规 想象 力 的 成 果 。 人 们 引入 虚数 的 概念 ， 哈 密 顿 
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发 明 四 元 数 ， 伽 罗 瓦 建立 群 论 从 整体 上 研究 代数 方程 可 解 性 理 
论 ， 这 些 都 是 非常 规 想象 的 成 果 。 

不 论 常规 的 还 是 非常 规 的 想象 ， 都 是 以 地 面 为 出 ' 发 点 的 想 
象 。 一 个 人 自 搜 头发 无 法 使 自己 拔 出 泥潭 ，' 上 原因 是 缺 一 个 支撑 点 。 
想象 力 的 支撑 点 就 是 知识 。 缺 乏 必 要 的 知识 ， 想 象 的 头脑 就 缺乏 
用 来 加工 的 原料 ， 联 想 就 是 贫乏 的 、 微 弱 的 。 事 实 上 创造 的 机 遇 
总 是 偏爱 那些 有 准备 的 头脑 一 训练 有 素 、 具 备 有 效 知识 和 想象 力 
丰富 的 头脑 。 

传统 的 数学 教育 可 以 使 人 们 训练 有 素 ， 具 备 知识 ， 然 而 想象 
力 不 足 ， 创 造 力 微弱 。 严 谨 而 缺乏 想象 ， 这 是 传统 教育 重视 知识 
轻视 能 力 的 必然 结果 。 以 发 展 能 力 为 宗旨 的 当代 教育 应 当 重视 想 
象 力 的 培养 。 请 回忆 马克 思 的 一 句 名言 ， “想象 力 ， 这 是 十 分 强 
烈 地 促进 人 类 发 展 的 伟大 天 贱 ”。 自 然 应 该 爱 异 这 一 天 赋 ， 开 发 
这 一 天 赋 ， 发 展 这 一 天 赋 。 


三 真 与 美 一 创造 活动 需要 美学 思想 


正如 想象 力 不 是 文学 家 、 艺 术 家 的 专利 品 ， 美 也 是 数学 探索 
中 的 极 佳境 者 。 通 常人 们 只 看 到 了 数学 的 真 的 本 质 ， 忽 略 了 真 的 
反光 一 一 美 。“ 真 属于 科学 技术 ， 美 属于 文学 艺术 ”一 一 这 是 一 
种 误解 ， 其 实 科 学 技术 与 文学 艺术 有 不 少 共性 。 无 论 《红楼梦 》 
中 形形色色 的 典型 描写 还 是 鲁迅 笔下 的 阿 Q 形象 的 塑造 ， 都 与 
一 般 数学 模型 的 创造 过 程 〈 即 抽象 表现 过 程 》 有 着 本 质 的 一 致 ， 
从 事实 题材 中 运用 分 析 、 抽 象 ,概括 的 手段 ， 并 按 着 美学 原则 ， 把 
典型 和 模型 用 文 把 学 语言 或 符号 语言 表现 出 来 。 由 此 我 们 就 会 理 
解 为 什么 当 柯 西 还 是 一 个 小 孩子 时 ， 拉 格 朗 日 就 诚 层 地 告 诚 其 父 
一 定 要 使 他 学 好 文学 艺术 课 。 

尽管 拉 格 朗 日 并 没有 揭示 出 文学 艺术 对 数学 创造 促进 的 机 
制 ， 但 是 我 们 在 拉 格 朗 日 的 数学 贡献 中 看 到 了 美学 的 作用 。 约 束 
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极 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 对 目标 和 约束 求 导 上 的 一 视 同 仁 的 表达 显 
示 出 匀称 、 均 衡 、 和 谐 的 美 。 这 种 协调 对 称 的 美感 在 拉 普 拉 斯 以 
其 名 字 命 名 的 二 阶 偏 微分 方程 上 也 表现 了 出 来 ， 它 的 美 还 表现 
在 以 简洁 、 凝 练 和 统一 的 方式 表达 了 许多 不 相同 的 物理 规律 。 拉 
普 拉 斯 变换 的 普遍 反 演 公式 以 复 变 函数 积分 的 形式 得 到 原 函 数 的 
形式 显示 出 一 种 珍奇 的 、 独 特 的 美 。 这 同 非 欧 几何 、3 函数 等 
等 ， 同 属 一 种 “ 别 有 洞 天 ”的 奇异 美 。 总 之 ， 数 学 中 的 美 信 抬 组 
是 。 可 以 看 得 出 ， 闪 烁 着 真理 之 光 的 数学 成 果 ， 要 么 有 一 种 和 谐 
美 , 要 么 有 --- 种 奇异 美 。 这 大 概 可 以 成 为 在 数学 探索 中 旁证 其 正确 
性 的 准则 。 同 时 ， 追 求 美的 境界 也 会 成 为 激发 数学 创造 性 的 动 
力 。 马 克 思 曾 指 出 ，“ 人 类 社会 的 生产 活动 是 按 着 美的 原则 进行 
的 。” 我 们 认为 数学 的 创造 性 活动 也 不 例外 。 当 然 还 要 注意 到 : 
一 般 说 来 ， 真 是 美的 ， 而 美 未 必 都 真 。 所 以 只 能 把 美学 原则 作为 
一 个 值得 重视 的 准则 。 


四 流 与 源 - 一 不 容 忽 视 的 创造 源泉 

正如 想象 和 美感 往往 被 忽视 了 一 样 ， 数 学 创造 的 源 与 流 的 关 
系 也 往往 被 颠倒 了 。 例 如 数学 的 严格 公理 化 体系 ， 人 们 往往 认为 
它 似乎 是 不 需要 外 在 推动 力 的 “自发 展 封闭 体系 ”， 似 乎 只 要 继 
承 前 人 的 数学 成 果 ， 依 靠 公理 就 能 够 演绎 发 展 下 去 。 表 谭 看 问题 
容易 产生 误会 。 谁 能 从 证 明 毕 勃 巴 赫 猜 想 的 漂亮 的 演绎 推理 中 想 
象 出 勃 伦 杰 斯 在 求索 的 艰难 过 程 中 ， 曾 求助 于 他 人 编程 序 上 机 计 
算 呢 ? 其 实 ， 历 史上 的 大 数学 家 大 多 是 颇 善 于 计算 的 ， 欧 拉 就 是 
一 个 典型 范例 。 例 如 ， 欧 拉 在 探求 伯 努 利 所 征 求 的 多 -点 -之 和 


nz 


时 ， 用 类 比 推理 得 出 其 和 为 -5 ， 然 而 方法 的 不 严格 性 促使 他 去 
做 计算 试验 ， 直 算 到 七 位 数字 都 一 致 ， 他 才 确 信 自己 的 发 现 。 不 
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仅 计 算 ， 而 且 “ 试 验 ” 观 察 也 产生 创造 的 源泉 。 当 代 的 一 些 经 验 
数论 专家 常 利用 计算 机 算出 大 量 信息 ， 轨 纳 出 应 想 ， 再 做 论证 。 
例如 瓦尔 伽 就 试图 靠 计算 机 的 辅助 计算 去 否定 黎 曼 秒 想 。 

不 仅 数 学 本 身 有 这 种 “经 验 归纳 ”、“ 实 验 验 证 ”的 源泉 ， 
数学 的 发 展 也 表明 了 其 他 学 科 的 发 展 形成 了 数学 发 现 的 外 在 刺 
激 。 例 如 , 微 积 分 的 发 展 与 力学 ,天 文学 和 物 遇 其 它 分 支 的 关系 是 
尽 人 崩 知 的 。 傅 里 时 分 析 的 建立 应 归功 于 傅 里 叶 对 于 热传导 问题 
的 研究 。 现代 数学 有 些 分 支 尽 管 抽象 度 很 高 ， 也 是 从 客观 现实 
中 提取 了 模型 。 一 些 抽象 度 较 低 的 分 支 很 容易 看 到 客观 的 影响 ， 
例如 运筹 学 中 的 博 奕 论 、 排 队 论 、 随 机 服务 系统 理论 ， 存储 论 
等 ， 名 称 本 上身 就 留 下 了 本 源 的 印记 。 

通常 被 学 生 们 误 认 为 发 展 源泉 的 前 人 成 果 ， 其 实 只 是 数学 发 
展 的 流 。 数 学 ， 这 面 以 独特 方式 抽象 映照 客观 世界 的 镜子 ， 原 象 
是 被 它 及 映 的 客观 世界 ， 推 动 其 发 展 的 源头 活水 主要 来 之 于 此 。 
高 斯 与 欧 拉 的 许多 发 表 都 是 从 归纳 、 观 察 和 逢 想 开 站 的 。 归 纳 总 
结 ， 计 算 实 验 永 远 是 数学 发 展 的 忠实 助手 ， 它 们 提出 引起 想象 的 
信息 ， 得 到 结论 的 资料 ， 从 而 发 现 规 律 ， 提 出 和 努 想 或 结论 。 它 们 
也 是 验证 的 辅助 手段 ， 或 否定 猪 想 ， 免 走 弯路 ， 或 强化 想象 ， 增 
进 信 心 ， 有 利于 最 后 论证 。 我 们 必须 让 学 生 们 清楚 的 看 到 数学 上 
源 与 流 的 关系 。 


五 ”逻辑 与 历史 -一 表现 “知识 发 
生 过 程 ”的 教育 有 助 于 培养 创造 性 
华氏 猜想 从 提出 到 证 明 的 漫长 曲折 历史 告诉 我 们 ， 反 映 在 论 
文 上 的 证 明 只 是 其 中 一 个 小 的 演绎 部 分 ， 论 文 还 反映 大 部 分 的 归 
纳 部 分 。 为 了 逻辑 上 的 简洁 ， 这 是 无 可 非议 的 。 然 而 作为 教科 书 
就 欠缺 了 家 重要 的 内 容 。 正 在 形成 的 数学 是 一 门 实验 性 的 充满 归 
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纳 的 科学 ， 而 产 格 表现 出 来 的 数学 是 一 门 系统 的 演绎 科学 。 现 在 
的 教科 书 是 后 者 。 如 果 仅 仅 为 了 传授 知识 ， 这 种 演绎 性 的 教材 也 
是 完美 的 。 但 是 为 了 培养 创造 性 ， 这 种 教材 就 不 足 了 。 这 是 因为 
学 生得 到 的 知识 太 片 面 了 ， 他 们 “只 见 树木 ， 不 见 森 林 ”， 只 学 
到 严谨 ， 不 会 发 挥 想 象 ， 只 掌握 演绎 ， 不 能 运用 归 纳 ， 只 知道 
流 ， 不 了 解 源 。 这 样 得 到 的 知识 难免 枯 术 翁 死 ， 没 有 活性 。 

如 何 改造 教材 、 改 善 讲授 方式 ， 以 适应 教育 宗旨 向 培养 能 力 
方面 过 渡 呢 ? 希 耳 伯 特 的 老师 福克斯 教授 的 -- 段 轶 事 对 我 们 颇 有 
启迪 。 大 概 是 由 于 缺乏 备课 习惯 ,福克斯 在 课堂 上 总 是 现 想 现 推 ， 
有 时 就 使 自己 处 于 被 动 困难 的 境地 。 然 而 希 耳 伯 特 和 他 的 同学 们 
却 因此 看 到 了 高 明 的 数学 思维 是 怎样 在 艰巨 的 探索 中 进行 的 。 设 
想 我 们 今天 的 教师 谁 人 这 样 做 ， 必然 受到 “备课 不 认真 ”的 庶 
责 。 然 而 ， 把 课 背 得 再 流畅 ， 搞 一 套 训 无 生气 的 逻辑 推演 ， 学 生 
还 是 看 不 到 生动 的 创造 过 程 。 如 果 有 意识 地 在 学 生 面前 表演 探索 
真理 的 曲折 ， 而 进行 了 认真 的 备课 ， 那 么 ， 我 们 就 把 传统 的 传授 
知识 表现 出 的 认真 备课 优点 ， 与 福克斯 无 意 中 表 现 出 来 的 有 欠缺 
的 创造 性 讲授 光彩 结合 了 起 来 ， 这 样 就 可 以 冯 出 一 条 办 新 的 培养 
创造 性 的 探索 表现 数学 之 路 。 

如 果 我 们 真 想 这 样 去 做 了 ， 那 么 我 们 就 会 更 加 体会 到 菜 布 尼 
兹 的 一 句 名 言 ，“ 没 有 什么 比 看 到 发 明 的 源泉 (过程 ) 更 重要 
了 ， 比 发 明 本 身 更 重要 ”是 的 ， 我 们 现在 的 教学 主要 是 表现 发 月 
本 身 ， 或 者 说 表现 结果 和 状态 ， 而 不 是 演化 和 过 其 .~ 可 是 ， 后 者 
更 共有 方法 论 上 的 启迪 意义 ， 可 以 使 学 生 学 到 活生生 的 创造 方 
法 ， 有 利于 解决 他 们 将 来 遇 到 的 新 间 题 。 这 样 看 ， 我 们 就 会 理解 
高 斯 为 认 “发现 比 论证 更 重要 ”的 意义 。 

与 这 种 表现 “知识 发 生 过 程 ”的 教学 相 呼 应 ， 有 一 个 相应 的 
教材 问题 。 波 利 亚 强 调 数学 科学 知识 的 二 重 性 ， 即 “演绎 与 归纳 
的 双重 性 ”， 而 现今 的 中 外 数学 教材 基本 上 是 演绎 性 的 。 因 此 ， 
我 们 应 当 写 出 具有 双重 性 的 教材 来 ， 为 了 更 便于 表明 教材 的 宗 
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虽 ， 我 们 称 之 为 发 现 法 教材 。 这 种 教材 基于 这 样 的 思想 ， 学 生 们 
要 掌握 演绎 推理 的 基本 技巧 ， 但 是 光 靠 逻辑 上 的 演 经 不 可 能 发 现 
新 事物 实验 归纳 加 上 探测 性 的 演绎 才能 导致 新 发 现 ; 因此 要 加 
强 好 纳 方面 的 内 容 。 与 发 现 法 教材 相 联 系 的 是 写 出 另 三 种 教材 ， 
“数学 方法 论 ”、“ 数 学 发 现 史 ” 和 各 分 支 的 高 级 科普 教材 。 这 
里 应 指出 高 级 科普 教材 的 意义 ， 一 有 助 于 学 生 们 通过 深入 浅 出 的 
叙述 理解 关键 思想 :二 有 助 于 各 个 专业 的 科技 工作 者 进行 知识 更 
新 ,掌握 数学 工具 。 

我 们 顺便 建议 数学 工作 者 和 数学 杂志 不 要 排斥 论文 的 归纳 写 
法 ， 要 鼓励 和 提倡 把 演绎 与 归纳 写法 相 结合 。 
| 不 严格 的 发 放 恩 维 ( 非 逻辑 的 思 ， 
维 形态 一 想象 、 联 想 、 假 设 ) 

J 

-一 一 -| 发 现 .形成 和 选 定 问题 


驳 射 变换 〈 加 工 抽象 。 
| 当 与 收 和 思维 并 用 ) 
-> 纯 相 化 的 模型 问题 | 
逻辑 推理 〈 收 敛 思 维 ， 
本 伴 以 美的 鉴别 ) 
六 水 合理 『 一 一 一 一 一 
~ | 数值 或 实验 的 归纳 验证 | 
合理 
| 
| 对 模型 证 明 结论 或 求 出 结果 | 
| Km | 
不 注意 | 科技 问题 本 身 
| 
J 
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应 当 指 出 ， 在 数学 教改 中 处 理 好 历史 与 逻辑 的 关系 是 十 分 重 
要 的 。 通 常 的 看 法 总 是 强调 了 二 者 的 一 致 性 。 从 总 体 上 讲 ， 这 种 
看 法 确实 有 点 道理 ;然而 在 具体 的 概念 和 定理 的 形成 上 ， 逻 匈 与 
历史 不 是 一 致 的 ， 通 常 只 保留 了 演绎 的 逻辑 阶段 ， 而 忽视 了 归纳 
的 逻辑 阶段 。 | 

同一 般 较 多 地 注意 严谨 、 真 、 演 绎 、 流 和 你 辑 相反 ， 我 们 在 
eosin 关 、 归纳 、 源 和 历史 ， 因 为 这 些 更 能 有 助 于 
培养 创造 性 。 一 个 较 完整 的 数学 和 其 他 科技 创造 性 工作 的 历史 如 
图 所 示 。 

上 述 问题 的 解决 依靠 创 造 力 ， 而 

创造 力 == 有 效 知识 量 x 发 散 思维 能 力 X 透 视 本 质 能 力 。 

有 知 效 识 量 提 供 了 类 比 、 联 想 、 假 设 、 想 象 所 依赖 的 材料 和 
范围 ， 发 散 思维 能 力 有 助 于 提出 新 闻 题 ， 孕 育 新 思想 ， 建 立新 概 
念 ， 构 筑 新 方法 ， 透 视 本 质 能 力 标志 研究 者 抽象 思维 力 的 高 低 ， 
它 决 定 了 洞察 事物 本 质 的 深 旗 ， 也 是 一 个 十 分 重要 的 因素 


这 是 作者 与 路 允 康 合作 发 表 的 论文 ， 载 于 《高 等 工程 教育 > 1987 年 第 3 期 ， 
收入 本 书 时 作 了 文字 上 的 校订 。 
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